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Yörwort. 

Das vorliegende Bändchen enthält einen Versuch, die Theorie 
der Eräftepläne, so wie sie aus dem festen Boden der Technik 
heraus in die luftigen Begionen der geometrischen Spekulation 
hineinwächst, im Zusammenhange darzustellen. Es erschien mir 
nicht verdienstlos, die zahlreichen und an vielen Orten verstreuten 
Untersuchungen, die in der Theorie der Eräftepläne ihren ge- 
meinsamen Ausdruck finden, aber nach Ziel und Methode weit 
auseinandergehen, zu einem einheitlichen Ganzen zusammen- 
zufassen und ihre Entwicklung nach einem konsequent durch- 
geführten analytischen Verfahren zu versuchen. Dieser Versuch 
ist insofern unvollständig geblieben, als er neben der allgemeinen 
Theorie des ebenen Kräftesystems nur die statisch bestimmten 
ebenen Fachwerke berücksichtigt. Schon der geringe Umfang dieses 
Büchleins ließ es nicht anders möglich erscheinen. Aber durch 
das Abbrechen beim Einsetzen der elastizitätstheoretischen Unter- 
suchungen kam gleichzeitig, wie ich glaube, eine gewisse Ge- 
schlossenheit in die Behandlung des Gegenstandes, der so prinzipiell 
auf die elementare Statik beschränkt blieb. Dies ermöglichte, was 
ebenfalls von Wichtigkeit erschien, zugleich eine große Beschrän- 
kung in den benutzten Hilfsmitteln. Die Infinitesimalrechnung 
konnte ganz beiseite bleiben, und es brauchten außer der Ele- 
mentargeometrie nur die ersten Elemente der analytischen Geo- 
metrie herangezogen zu werden, das Maß der vorausgesetzten 
Kenntnisse ist also nicht groß. 

Das Schwergewicht der kleinen Monographie liegt auf der 

theoretischen Seite, in dem geometrischen Interesse der behandel- 

«ten Fragen. Ein Lehrbuch für einen Teil der graphischen Statik 
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IV Vorwort. 

wollte und konnte ich nicht liefern. Ein solches ist heutigen tages 
ohne ein Eingehen auf die Festigkeitslehre in irgendwelcher Form 
unmöglich. Der Zweck dieser Darstellung ist demnach ein viel 
hescheidenerer. Sie soll dem Techniker zeigen, daß er auch von 
scheinbar abstrakten Theorien Förderung und Klärung finden kann, 
und auf der anderen Seite wird der Mathematiker, wie ich glaube, 
nicht ohne Wohlgefallen sehen, wie dicht am Wege der Praxis 
die schönsten Blumen der Theorie blühen. 

Braunschweig, im Oktober 1909. 

H. E. Timerding. 
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Erstes Kapitel. 

Begriff und Bedeutung der Kräftepläne. 

Der Theorie der Kräftepläne liegt zugrunde die geometrische 
Darstellung der in der Mechanik auftretenden Kräfte durch Strecken 
von bestimmter Länge und Richtung, und die Aufgabe dieser 
Theorie besteht in der geometrischen Formulierung der Bedingungen 
für das Gleichgewicht der so dargestellten Kräfte. Die Erledigung 
einer solchen Aufgabe hat an zeichnerische Methoden anzuknüpfen, 
indem einerseits das materielle System, an dem die Kräfte an- 
greifen, zeichnerisch gegeben werden muß und anderseits ja auch 
die Kräfte in der angegebenen Weise geometrisch repräsentiert 
werden. Der einfachste Fall, der hier auftreten kann, ist nun der, 
wo das materielle System ein ebenes ist, imd die Kräfte in der- 
selben Ebene wirken, d. h. die zur Darstellung benutzten Strecken 
der Ebene angehören. Diese ist in Wirklichkeit fast immer eine 
Vertikalebene, indem die baulichen Konstruktionen, die das ebene 
materielle System repräsentieren, derart sind, daß nur ihre Di- 
mensionen innerhalb einer vertikalen Ebene in Betracht zu ziehen 
sind. Solche Konstruktionen sind nicht bloß praktisch möglich, 
sondern sogar sehr zahlreich. Wir wollen uns daher hier auf 
sie beschränken und demgemäß überall eine Zeichnung auf dem 
Zeichenblatt für das materielle System und eine andere für die 
Kräfte zugrunde legen. Die letztere Zeichnung ist es, die wir 
als Kräfteplan charakterisieren, dagegen wollen wir die Zeich- 
nung des materiellen Systems, die zeigt, wie und wo die Kräfte 
angreifen, den Lageplan nennen. 

Die einfachste Möglichkeit, die sich für den Lageplan darbietet, 
ist die, wo er sich auf einen einzigen Punkt Ä reduziert, d. h. 
wo alle Kräfte an demselben Punkte Ä angreifen. In dem zu- 
gehörigen Kräfteplan legen wir die Kräfte in beliebiger Reihen- 
folge aneinander, so daß der Endpunkt einer Kraft immer den 
Anfangspunkt der nächstfolgenden bildet und ein geradliniger 
Streckenzug entsteht. Die notwendige und hinreichende 
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Bedingung dafür, daß Gleichgewicht zwischen den 
Kräften am Punkte Ä besteht, ist dann einfach die, 
daß der Streckenzug sich zu einem Polygon schließen 
muß, indem der Endpunkt der letzten Kraft mit dem Anfangs- 
punkt der ersten Kraft zusammenfällt. Es ist ein leicht zu be- 
weisender geometrischer Satz, daß dieses Sichschließen von der 
Reihenfolge, in der die Kräfte aneinander gelegt werden, unab- 
hängig ist. 

Schließt der Streckenzug sich nicht, so heißt die Kraft;, die 
durch die Verbindungslinie des Anfangspimktes der ersten Kraft 
mit dem Endpunkte der letzten Kraft dargestellt wird, die Resul- 
tante des Kräftesjstems. Kehrt man die Richtung der 
Resultante um, ohne ihre Größe zu ändern, d. h. vertauscht man 
sie mit der ihr entgegengesetzten Kraft, so bringt sie, dem 
Kräftesystem hinzugefügt, dasselbe ins Gleichgewicht. 
Wie ein Kräftesystem zu einer Resultanten vereinigt 
wird, kann auch eine Einzelkraft in Komponenten oder 
Seitenkräfte zerlegt, d. h. durch ein Kräftesystem ersetzt werden, 
dessen Resultante sie bildet. Ist die Anzahl der Komponenten 
zwei, so können ihre Richtungen beliebig vorgeschrieben werden, 
dadurch sind sie selbst in eindeutiger Weise bestimmt. Ein 

einfaches Beispiel liefert der in 
Fig. 1 dargestellte schräg auf- 
gestützte Balken. Er repräsen- 
tiert eine Kraft B im Stützpunkt 
-4, deren Richtung mit der Rich- 
tung des Balkens zusammenfällt. 
Fig. 1. * Um den für das Auflager sich er- 

gebenden Vertikaldruck V und 
Horizontalschub -ET zu berechnen, zieht man im Kräfteplan durch 
die Endpunkte der die Kraft B repräsentierenden Strecke eine hori- 
zontale und eine vertikale Linie; so entsteht ein rechtwinkliges 
Dreieck, dessen Hypotenuse gleich B ist und dessen Katheten die 
Kräfte V und H liefern. 

Die weitere praktische Verwendung der Polygonregel für 
die an demselben Punkte angreifenden Kräfte beruht darauf, 
daß, wenn die Kräfte an verschiedenen Punkten angreifen, diese 
Punkte durch Balken, Stangen oder Seile miteinander verbunden 
werden. Jede derartige Verbindung repräsentiert zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Kräfte, die auf ihre Endflächen oder Endpunkte 





Die Polygonregel. 



in ihrer Richtung wirken. Wir wollen dies zunächst an ein paar 
Beispielen erläutern. 

Als erstes Beispiel nehmen wir die in Fig. 2 gezeichnete 
krahnartige Eoüstruktion. In 2) ist eine Last P angehängt, und wir 
suchen zuerst die in 

D angreifenden und ^ 

durch die Stangen 
DB und BG geliefer- 
ten Kräfte, welche der 
Last P das Gleichge- 
wicht halten, indem 
wir das Dreieck (d) 
zeichnen , von wel- 
chem eine Seite ver- 
tikal und gleich P, 
die anderen Seiten 
parallel zu D-B und 
BC sind. Diese Seiten gehen, genommen in dem Umlaufssinne, 
der in der vertikalen Seite des Dreiecks abwärts geht, die ge- 
suchten Kräfte. Die in den Stab BO fallende Blraft kehren wir 
um, um die in OB an G wirkende Kraft zu finden, und suchen 
durch das Dreieck (c) zu dieser Kraft die ihr das Gleichgewicht 
haltenden und in den Stäben GB und GA an G wirkenden Kräfte. 
Die letztere dieser beiden Kräfte repräsentiert sofort den Zug Q 
an dem festen Punkte -4, die in den Stäben GB und BB gefun- 
denen Kräfte ergeben, in (&) zu einer Resultan- 
ten vereinigt, den Druck!? auf den festen Punkt JB. 




Fig. 2. 





Fig. 3. 



Wir wählen als weiteres Beispiel ein einfaches Sprengwerk, 
wie es Fig. 3 zeigt. An der Balkenverbindung ÄBCB ist in B 
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und C die Last P aufgehängt und verteilt sich auf diese beiden 
Punkte. Wegen der Symmetrie der Figur muß auf jeden der 
beiden Punkte die Hälfte der Last, .J-P, entfallen. Nun wird für 
beide Punkte mit ^P als einer vertikalen Seite ein Dreieck kon- 
struiert, dessen andere beiden Seiten die Richtungen der durch 
den betreffenden Punkt gehenden Balken haben. Die für den hori- 
zontalen Balken auf diese Weise gefundenen zwei Kräfte H werden 
dabei, wie es sein muß, einander entgegengesetzt gleich. Die in 
die schrägen Balken fallenden Kräfte D müssen noch ausgeglichen 
werden durch die in ihren Stützpunkten A , B von der Unterlage 
ausgeübten Kräfte, die in der durch Fig. 1 angegebenen Weise 
zu finden sind. Die so ermittelte horizontale Auf lagerkraft wird 
aber wieder gleich H und ist nach innen zu gerichtet, die verti- 
kale Komponente ist gleich -\F und nach oben hin gerichtet. 

Ein weiteres Beispiel liefert der untenstehend gezeichnete 
hölzerne Dachstuhl. In den Punkten A^^ A^^ mögen die vertikal 
aufwärts wirkenden Kräfte 22, in A^^ A^ die Lasten P, in ^3 die 
Last Q wirken. Man suche zunächst in A^ , ^5 die in den Balken 
wirkenden Kräfte, welche in diesen Punkten den Auf lagerkräften E 
das Gleichgewicht halten. Dies ist in der Figur 5 (1) ausgeführt. 
Darauf suche man in den Punkten -4g, A^ das Gleichgewicht her- 
zustellen, indem man jetzt die in die Balkenstücke A^A^^ -^4^5 
fallenden Kräfte entgegengesetzt gleich den vorher gefundenen 
Kräften Oj, U^ annimmt. Dies wird durch die Figur (2) aus- 
geführt. Man findet |^ balken A^A^. Darauf 

bewirke man das 
Gleichgewicht im 
Punkte Aq da- 
durch, daß 
P 



so die Kraft 0^ in 

dem Balkenstück 

A^A^ und die 

Kraft 

in 

Stütz 



man zu 
den 




Der Kräfteplan. 



Kräften, die man in den durch diesen Punkt 
gehenden Balken hereits gefunden hat und 
die man für die symmetrisch gelegenen Bal- 
ken sofort ergänzen kann, die entgegengesetzt 
gleichen Kräfte nimmt imd eine Kraft Y in 
dem Balken Ä^A^^ also in vertikaler Rich- 
tung, hinzufügt, welche die vorigen Kräfte 
ins Gleichgewicht setzt. Da die horizontalen 
Kräfte in den Balkenstücken Ä^A^ und A^A^ 
sich sofort zerstören, hat man nur die trans- 
versalen Kräfte D zu berücksichtigen und 
kann aus ihnen die vertikale Kraft V sofort 
herleiten, wie es in der Figur (3) geschieht. 
Endlich stelle man auf Grund desselben Prin- 
zips mit Hilfe der Figur (4) in ^g Gleich- 
gewicht her, was nur möglich ist, indem man 
die Last Q geeignet annimmt, und zwar er- 
gibt sich aus den Figuren, daß man 

zu machen hat. Dies zeigt sich in voller 
Deutlichkeit, wenn man die verschiedenen 
Figuren samt zwei sie symmetrisch ergänzen- 
den für die Punkte -4^, A^^ zu einer einzigen 
Figur zusammenlegt, indem man je zwei gleiche und entgegen- 
gesetzt gerichtete Strecken, die in zwei verschiedenen Teilfiguren 
vorkommen und die zwei Kräfte in einem 
Balkenstück darstellen, in der Gesamtfigur 
zusammenfallen läßt. Die äußeren Kräfte 
kommen dann alle in dieselbe Vertikale zu 
liegen, und die Summe der beiden Auflager- 
kräfte i2, B muß der Summe der drei Lasten 
P, ö, P gleich werden. 

Die so gefundene Gesamtfigur ist der 
K r ä f t ep 1 an des Dachstuhles. Dieser Kräfte- 
plan tritt sonach hier auf als ein in einem 
Plane vereinigtes System von Kräftepolygo- 
nen, die alle derart mit einem bestinamten 
Umlaufssinne behaftet sind, daß irgendeine, 




Fig. 5. 



zweien von ihnen 



gemeinsame 



Seite beim 




Fig. 6. 
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Umlaufen der beiden Polygone in entgegengesetztem Sinne durch- 
fahren wird. 

Ein weiteres, sehr anschauliches Beispiel für einen derartigen 
Kräfteplan liefert ein einfacher eiserner Sägedachbinder, wie 

er bei Fabrikan- 
lagen häufig vor- 
kommt. ^4^^ ist 
die steile Seite, 
auf der das Licht 
einfällt ; Ä^Ä^Ä^ 
das als Wetter- 
schutz dienen- 
de Dach. Das 
Dach wird durch 
den horizontalen 

Balken A^Ä^ abgeschlossen, und als weitere Versteifung ist der 
schräge Balken oder Stab A^ A^ eingefügt. Von der Gesamtlast mögen 
gleiche Teile P auf die Punkte A^, A^ entfallen, während in A^ 
und J.3 die vertikal nach aufwärts gerichteten Auf lagerkräfte Q, Q' 
wirken, die nicht bekannt, sondern noch zu bestimmen sind. Wir 
beginnen damit, durch Fig. 8 (2) am Punkte A^ Gleichgewicht her- 




Fig. 7. 





Fig. 8. 

zustellen. Die Kraft 0^ fällt in das 
Balkenstück -4^ ^.g , die Kraft Tin A^A^^. 
Indem wir die erstere Kraft mit um- 
gekehrtem Sinne übernehmen, stellen 
wir durch Fig. (l) im Punkte A^ Gleich- 
gewicht her. Die Kraft Og fällt in -lg A3, die Blraft D in A^A^. 
Nun nehmen wir die umgekehrten Kräfte T, D für den Punkt A^ 
und bringen sie durch eine vertikale Kraft Q und eine horizontale 
Kraft CT, die in den Balken A^A^ fällt, ins Gleichgewicht mit Hilfe 



Dachbinder. 



der Fig. (4). Endlich zeigt Fig. (3), wie man die umgekehrten 
Kräfte ü und 0^ durch eine vertikale Kraft Q* m A^ ausgleicht. 
Legt man die Figuren (1), (2) einerseits und (3), (4) anderseits 
zu je einem Vierecke zusammen, so werden diese Vierecke kon- 
gruent. Aus der Gleichheit ihrer vertikalen Seiten folgt 

Legen wir die beiden Vierecke, die wir , 
uns aus dem Zeichenpapier ausgeschnitten 
denken, aufeinander und heften ihre Bän- 
der, mit Ausnahme des vertikalen Bandes, 
aneinander, so entsteht der gesuchte 
Kräfteplan. Er ist hier als eine einfach 
zusammenhängende, zweiblättrige ebene Q 
Fläche zu deuten, die mit einer Papier- 
tüte oder einer Papiermütze, wie sie sich 
Kinder herzustellen pflegen, verglichen 
werden kann. 

Wir wollen noch als ein letztes Bei- 
spiel einen eisernen Vordachbinder behandeln, wie ihn 
Fig. 10 zeigt. In B^B^^B^^B^ wirken der Beihe nach die Lasten 
^P, P, P, -^P, außerdem wirkt in B eine noch unbekannte Hori- 
zontalkraft J7, die durch die Befestigung des Fachwerkes in der 
Wand geliefert wird, und ebenso in dem festen Drehpunkt A eine 
Kraft Wvon noch zu bestimmender Größe und Bichtung. Zunächst 
suchen wir in ^3 die in j^p 

die Bichtungen ^3^2 und . H^ 
B^Ai^ fallenden Kräfte 
^3» ^8> welche der Verti- 
kalkraft \F das Gleich- 
gewicht halten. Darauf 
bestimmen wir in B^ die 

in die Bichtungen ^2^1 
und B^A^ fallenden Kräf- 




Fig. 9. 




Fig. 10. 



te O2, i^2i welche der 
Last P und der umgekehrten Kraft O3 das Gleichgewicht halten, 
sodann in A^ zu den umgekehrten Kräften Dg und ZJg die 
ihnen das Gleichgewicht haltenden und in die Bichtungen A^B^ 
und -42-^1 fallenden Kräfte, T^ und ZZg. Weiter werden in B^ 
die Last P und die umgekehrten Kräfte 0^ und T^ durch zwei in 
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die Richtungen B^B und B^A^ fallende Kräfte 0^ und J)^ ins 
Gleichgewicht gebracht und in A^ die umgekehrten Kräfte J)^ 

und Z7o durch zwei 

TT . , * 

■=-^ » n in die Richtungen 

^p A^B und A^A fallen- 
de Kräfte T^ und U^ . 
Bringt man in B die 
^ umgekehi-ten Kräfte 
Ol und Tj und die 
Last ^P ins Gleich- 
, gewicht durch eine 
horizontale Kraft H 
und eine vertikale 
^P Kraft F, die durch 
den Stab BA auf- 
genommen wird, so 
ist U der durch die 
Wand in B auf das Fach werk ausgeübte Zug. Vereinigt man die 
umgekehrten Kräfte Y und TJ^ m A tm einer Resultanten, so 
ist diese die Druckkraft, welche das Fach werk auf den festen 
Drehpunkt A ausübt. 

Alle Kräftepolygone, welche bei dieser Aufgabe verwendet 
worden sind, lassen sich zusammenlegen zu einem Kräfteplan mit 
rechteckiger Umgrenzung. Die horizontale Seite dieses Rechteckes 
ist fl", seine vertikale Seite Y und seine Diagonale liefert die 
Auflagerkraft TF. 




Zweites Kapitel. 

Das Seileck. 

Wir betrachten jetzt ein Hängewerk von der beistehend ge- 
zeichneten allgemeinen Form. Die Auf hängepunkte A^ B mögen 
in derselben Horizontalen liegen. Die Form des Streckenzuges 
A B AA^A^A^B aber ist derart, 

daß die Punkte -4^, A^^ A^ 
auf irgendwelchen Vertikalen 
zwischen A und B liegen. Ihre 
Anzahl kann beliebig vermehrt 
werden; ebenso ist die Größe 
Fig. 12. der in ihnen angebrachten 




Parallele Kräfte. 
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Lasten P^^ P^^ P3 keiner Einschränkung unterworfen. Jedes gerad- 
linige Stück des Streckenzuges, gleichgültig, aus welchem Material 
es in Wirklichkeit hesteht, oh es ein Seil, einen Holzhaiken oder 
einen Eisenstah repräsentiert, hahen wir uns unter der Einwirkung 
zweier entgegengesetzt gleichen und der Richtung nach mit der 
Strecke seihst zusammenfallenden Kräfte zu denken. Die Größe 
dieser Kräfte sei für die Strecken AÄ^^ -^i-^2> -^2-^3? ^b-^ ^®^ 
Reihe nach gleich Sq^ S^, S^^ S^, 

Die Bedingung des Gleichgewichtes an den Punkten Ä^^A^^Ä^ 
erfordert nun, daß sich z B. aus Sq, ä^, P^ ein Dreieck hilden 
läßt, von dem die Seite P^ vertikal ist und die Seiten 8^^ S^ den 
zugehörigen Strecken des Streckenzuges parallel sind. Die drei 
Dreiecke, die so entstehen, lassen sich zu einer einzigen Figur 
vereinigen. Diese Figur besteht aus den in einer Vertikalen v 
aneinander gelegten Strecken Pj, Pg» -^s ^^^ ^^^ Strecken Äq, 
S^, S2, Sg, die aus einem Punkte nach den Begrenzungspunkten 
Cq, Cj, Q, Cg von P^^ P2^ Pg hinlaufen. 

B' 



V. 



.^* 



^' 



V 





Fig. 13. 

Wollen wir nun endlich auch in A 
und B Gleichgewicht herstellen durch 
Hinzufügung je einer horizontalen Kraft H^^K^ und 
J einer vertikalen Kraft Fj, Fg, so hahen wii* aus 
/Sq, Fj, ^1 einerseits und S^, H^, Fg andererseits je ein 
Dreieck zu hilden. Diese Dreiecke erhalten wir aher sofort, wenn 
wir in der vorigen Figur aus auf die Vertikale v das Lot OM 
fällen. Die Dreiecke sind dann OMCq und OMC^^ die Hori- 
zontalkräfte in -4, ^ werden einander entgegengesetzt gleich, 
und ihre Größe H wird durch die Strecke OM angegehen; die 
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Vertikalkräfte werden durch die Strecken CqM und MC^ re- 
präsentiert. 

Wir haben so aus der Figur insgesamt fünf Dreiecke, jedes 
Dreieck mit einem bestimmten ümlaufungssinne, zu entnehmen. 
Jede gemeinsame Seite zweier Dreiecke wird zweimal, in ent- 
gegengesetztem Sinne, durchlaufen. Auch das Stück der Verti- 
kalen V von C3 bis C^ wird zweimal, einmal abwärts durch die 
Kräfte P^^P^^P^, das andere Mal aufwärts durch die Kräfte V^ , Fj 
durchlaufen. Alle Dreiecke zusammengenommen überdecken ein 
dreieckiges Stück der Ebene doppelt. 

Denken wir uns die Strecken AÄ^^ und BÄ^ verlängert, bis 
sie sich in einem Punkte D schneiden und fällen von D das Lot 
DE auf ÄB^ so wird 

AÄED ~ AOMCq, ABEI) ^ AOMC^, 

denn die Seiten dieser Dreiecke sind paarweise parallel. Daraus folgt 

MCq lOM^EI): AE, C^MiOM^ED: EB, 

mithin 

MC^iC^M^EBiAE 

oder 

(1) Fi:73=?~^,:a;„ 

wenn wir AE = x^^ AB = l setzen. 

Bringen wir in D eine Last, d. h. eine nach abwärts gerich- 
tete Vertikalkraft, von der Größe 

(2) p = p, + p, + r, 

an, so läßt diese sich, wie die Figur des Kräfteplans sofort zeigt, 
in die Seitenkräfte C^O und OCq zerlegen, d. h. in dieselben 
Kräfte, die in A und B angriffen. Besteht ein Hängewerk also 
nur aus den Strecken AD und DB und ist die in D angebrachte 
Last die einzige wirkende, so werden die Reaktionskräfte in A 
und B dieselben wie vorher. Die in D wirkende Kraft P heißt 
dann die Resultante der parallelen Kräfte P^,P2^P^' 

Verlängern wir anderseits jede Strecke des Streckenzuges 
AA^A^A^B rückwärts, bis sie die Vertikale von A triflPb, und 
seien dÜe Punkte, die wir so auf dieser Vertikalen bekommen, der 
Reihe nach A^ B^^ B^^ ^g, so wird 

AOCoC^^AA^AB^, AOC^C^ ^ AA^B^B,, 
AOC,C,^AA^B,B,. 



statisches Moment. 11 

Haben die Vertikalen der Punkte Ä^^ A^, A^, B von der Verti- 
kalen des Punktes A der Reihe nach die Abstände a;^, x^, 0:3, l, 
so ergibt sich demnach, da C^Cq = i\, C^C^ ^ P^^ CgC^ — P^ 
und die gemeinsame Höhe der zugehörigen Dreiecke OM ^^^ H ist, 

P^'H== AB^ : a?!, P^'.H=^ B^B^ : x^, P^ : H ^^ B^B^ : x^, 

woraus 

P^x^ + ^2^2 + ^8^3 = ^^8 • H- 

Da aber auch AOCqC^ f^ ADAB^, folgt noch P:H=^AB^\x^ 
oder Pic, =^ AB^- H^ und somit wird 

(*>j -tj^l "r P2**'2 "•" -NB ^8 ''^ -t ä;^' 

Diese Gleichung dient dazu, x^ zu berechnen. Ihre linke Seite 
ist das statische Moment Wl des gegebenen Systems paralleler 
Kräfte für den Punkt A oder einen beliebigen Punkt der Verti- 
kalen von Aj nämlich die Summe der Produkte aller Kräfte in 
den Abstand ihrer Wirkungslinie von A. Die rechte Seite gibt 
entsprechend das statische Moment der resultierenden Kraft P, 
und es ergibt sich 

aW = AB^ . H. 

Das Stück AB^ wird von der ersten und letzten Seite des Strecken- 
zuges AA^A^A^B oder, wie wir sagen werden, des Seilecks 
auf der Vertikalen von A abgeschnitten. Aus diesem Stück A B^ 
geht das statische Moment hervor durch Multiplikation mit dem 
Polabstande H. 

Da "Fl + Fg =*= — P ist, so folgt aus der früher gefundenen 
Gleichung (l) mit Leichtigkeit 

(4) 7,.l«-P.0-aj,), V,'l^-P'X^. 

Das statische Moment 9R = Px^ wird, abgesehen vom Vorzeichen, 
also auch durch das statische Moment der Vertikalkraft V^ für 
den Punkt A gegeben. 

Senken oder heben wir die Punkte A^^ A^^ A^^ B in ihren 
Vertikalen um Stücke QX^, qx^^ QX^^ qI, die ihren Abständen von 
der Vertikalen des Punktes A proportional sind, wobei sie in die 
Punkte A^\ A^\ A^\ B' übergehen mögen, dann schneiden sich die 
Linien Ay^A^ und A^ A^ ^ ebenso die Linien A^A^ und A^ A^ und 
endlich A^B und A^ ff allemal auf der Vertikalen von A. Ziehen 
wir zu den Linien AA^\ A^ A^\ A^ A^^ -^^B' die Parallelen 
durch Co, 0^, Og, Cg, so schneiden diese Linien sich wieder in 
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einem einzigen Punkte 0\ der vertikal unter in dem Abstände 
^H liegt, und die Linie MO' wird parallel zu der neuen Abschluß- 
linie AB' , 

Dies alles ist leicht einzusehen, wenn man die Ähnlichkeit 
der so entstehenden Dreieckspaare AA^ Ay^ und CqO' 0^ B^A^ A^ 
und 0^0' usw. schließlich von AB' B und M€f beachtet. Es 
folgt daraus aber die Konstruktion des Hängewerkes, wenn außer 
den Punkten A^B die Kräfte B^^B^^ Pj und die Vertikalen, in 
denen sie wirken, gegeben sind. Man lege zunächst die Kräfte 
Pj, Pj, Pg in einer Vertikalen v aneinander imd nehme den Pol 0' 
beliebig an. Von ihm ziehe man die Strahlen nach den Begren- 
zungspunkten Cq, Ol, Cg, Cj der Kräfte und zu diesen Strahlen im 
Lageplan, von A anfangend, die Parallelen jedesmal bis zur nächsten 
Vertikalen, so daß der Streckenzug AA^ A^ A^B' entsteht, in 
dem B' in der Vertikalen von B liegt. Dann ziehe man durch 0' 
die Parallele zu B' A^ die aus der Vertikalen v den .Punkt M aus- 
schneidet, und konstruiere als Schnittpunkt der Horizontalen 
durch M mit der Vertikalen durch 0\ Die Parallelen zu den 
Strahlen OC^, OCj, 00,, OO3 liefern dann das gesuchte Hänge- 
werk AA^A^A^B. 

Verschiebt man den Pol horizontal, so ändern sich die Ab- 
stände der Punkte A^, A^j A^ von der Linie AB um Beträge, 
die ihren Werten proportional sind. Ist y der alte, y der neue 

^ Wert einer dieser Or- 
dinaten, so wird 

(5) y':y^H:H', 

wenn H den alten, H' 
den neuen Polabstand 
bezeichnet. Den sehr 
c, einfachen Beweis hier- 
für dürfen wir wohl 
übergehen. 

Bezeichnen wir mit 
y die Ordinate FqB 
eines Punktes P auf der Strecke A^A^^ mit x die zugehörige 
Abszisse, mit x^^ y^ die Koordinaten von A^ selbst, so ergibt sich 
infolge des Zusanunenhanges des Lageplans mit dem Kräfteplan 
aus zwei Paaren ähnlicher rechtwinkliger Dreiecke sofort 

Vi • % = ^\ '^^ (y- Vi) ' (« - ^1) = (^1 — -Pi) ' ^^ 




C, 



Fig. 14 



Co 



Biegungsmoment. 
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y-y. 



Fig. 15. 




und hieraus weiter 

(6) y'H^xVi--{x — Xi)Pj^. 

Aus den Gleichungen (3) 
und (4) folgt aber mit Leichtig- 
keit ftlr beliebiges x 

(7) P,{x-x^) + P^(x-x,) + P,(X'-x^)-V^x-V,(l-x)^0, 

d h. das statische Moment der fünf parallelen Kräfte 
Pi^Pi^^s^ ^1' ^2 verschwindet für einen beliebigen Punkt. 
(Die Kräfte T\, Fg sind als aufwärts gerichtet negativ in Rech- 
nung zu setzen.) Damit aber wird die vorher für y gefundene 
Gleichung auch 

(6a) y-H^ix- x^)P^ + (x - x^P^ - (l - x)V^. 

Das Produkt aus der Ordinate y und dem Polabstand H wird also 
durch das statische Moment der links oder der rechts von der be- 
treffenden Vertikalen liegenden Kräfte gegeben. Dieses statische 
Moment heißt das Biegungsmoment für den betreffenden Punkt. 
Das Biegungsmoment wird sonach durch die Ordinaten 
der Figur ^^^-^gJ^g^ gegeben, wenn man dieselben noch 
mit dem Polabstand H multipliziert. Es ist nämlich leicht 
zu sehen, daß, was für einen Punkt der Strecke A^Ä^ bewiesen 
ist, für jeden Punkt des Streckenzuges ÄÄ^ - - • B gilt. 

Fassen wir die Figur ÄÄ^A2ÄgB als ein geschlossenes Poly- 
gon auf, so sehen wir, daß in jeder Seite dieses Polygons zwei in 
den Endpunkten der Seite angreifende Kräfte wirken. Außerdem 
greifen in den Endpunkten des Polygons die „äußeren" Kräfte 
Fj, Pj, Pg, Pg, Fg an, und zwischen den Kräften an jedem einzel- 
nen Eckpunkte besteht Gleichgewicht. Die Bedingungen dieses 
Gleichgewichtes werden durch die Figur des Kräfteplans graphisch 
gegeben. 

Das hiermit erledigte Problem hat die Besonderheit, daß 
die äußeren Kräfte parallel gerichtet sind. Wenn wir diese 
beschränkende Voraussetzung fallen lassen, aber, um die Vor- 
stellung zu fixieren, bei fünf Kräften stehen bleiben, so ergibt sich 
folgendes allgemeinere Bild: Wir haben ein Fünfeck AqÄ^A^A^Ä^ 
vor uns, das Seileck, jede Seite desselben repräsentiert zwei in 
ihr wirkende entgegengesetzt gleiche Kräfte, und außerdem greifen 
in seinen Ecken beliebig gerichtete äußere Kräfte Pq^P^^P^^P^^P^ 
an. Da dann an jeder Ecke Gleichgewicht bestehen soll, müssen 
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sich fünf Dreiecke finden lassen, von denen jedesmal eine Seite 
durch eine der äußeren Kräfte der Größe und Bichtung nach ge- 
geben wird, während die anderen 
beiden Seiten den in dem Angriffs- 
punkt der betreffenden äußeren 
Kraft zusammenstoßenden Seil- 
eckseiten parallel sind. Die letz- 
teren Dreieckseiten repräsentieren 
der Größe und Bichtung nach die 
beiden Seilkräfte. Da diese 
Kräfte aber paarweise entgegen- 
gesetzt gleich ausfallen sollen, gilt 
dasselbe auch von den in Bede 
stehenden Kräftedreiecken, die 
man sich mit einem bestimmten 
Umlaufssinne behaftet zu denken 
hat. Dieser Umlaufssinn ist da- 
durch gegeben, daß die, die äußere 
Kraft darstellende, Dreieckseite in 
dem Sinne dieser Kraft durch- 
laufen werden muß. 

Demnach zeigt sich, daß sich 
hier wieder die fünf Dreiecke zu 
einer einzigen Figur, dem K r ä f t e - 
plan, zusammenlegen lassen. Da- 
bei enden die, die Seilkräffce re- 
präsentierenden, Dreieckseiten alle 
in demselben Punkt, dem Krafte- 
pol 0. Die, die äußeren Kräfte repräsentierenden, Seiten hingegen 
schließen sich zu einem Polygon von bestimmtem Umlaufssinne, dem 
Kräftepolygon oder Kraft eck, zusammen. Die Ecken diesesPo- 
lygons wollen wir mit C^G^C^C^C^ bezeichnen, die Strecken 0(7q, 
00^ usw., welche die Seilkräfte darstellen, mit S^^ S^^ S^^ 8^^ S^. 
Wir wollen nun ein System rechtwinkliger kartesischer Ko- 
ordinaten einführen, dessen Achsenrichtungen beliebig sind, dessen 
Ursprung aber in den Punkt Cq fällt. In diesem Koordinaten- 
system seien S, ^ die Koordinaten des Kräftepols 0, ferner 

*H fc^li *2J C^S? *3> c^S» *4? Di: 

der Beihe nach die Koordinaten der Punkte C^, C2, C3, G^. 




Fig. 16. 



Allgemeine Kräftesysteme. 
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Wir wollen auch die Ecken des Seilecks auf dieses Koordi- 
natensystem beziehen, und zwar seien 

^o^^o? ^11 2/1; ^2» 2/2; ^8»^8; ^4^y4 

der Reihe nach die Koordinaten der Punkte Ä^^ Ä^^ A^^ Ä^, A^, 

Daß die Seileckseiten s^^s^^s^^s^^s^ den Strecken S^^S^ usw. 
der Reihe nach parallel sind, drückt sich dann durch die Pro- 
portionen aus: 

(^i~^o):(yi-2/o)'-(3B-3e,):(?l-?li) 
usw., die sich auch schreiben lassen: 

(i/o - Vi)^ — (a^o - a-J ?) = 0, 
(^1 - 2/0) (3^ - 3£i) - (^1 - ^0) (?) - Dl) = 0, 

(8) I (^2 - Vi) (3E - 3e,) - (x, - ^1) (H - %) = 0, 
in-yi)(j^ - 3Es) - {^-Xi)i%l - %) = 0, 

(y* - Vi) (X - $4) - (^4 - ^») (D - 1)4) = 0. 

Wir bezeichnen noch die Komponenten der äußeren Kräfte 
Pq, P^, Pg, P3, P4 der Reihe nach mit 

^0» -M)? ^l> -MJ -^2» ^2? -^8 5 ^81 -^4> ^4> 

dann wird, da das Kräftepolygon sich schließt, 

(9) Zo-f Xi+Z2-t-Z3-fX,= 0, To-f Y,+ F^-f Yg-f r,= 0. 

Femer ergibt sich: 

woraus umgekehrt folgt: 



(10) 



f3ei=Xo, 

*2 ** ^0 "1" ^H 



Di=yo. 

D,= ro+ y.+ y», 



3t;j = Xq + ^1 + -A 2 ' 

.3E,= Xo + Xi-f Z2 + X3, ?),= ro+ ri+ Y^+ r«. 

Wir setzen endlich noch 
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Nun bilden wir die linearen Gleichungen: 

Da; — Xy = 3, 

(D - ?)i)-^ - (3e - xjt/ = 3 - 3„ 

(11) \ (D - %)x - (X - Xä)y = 3-32, 

(D-D3)«'-(3e- 3^8)^ = 3 -33, 

(?) - %> - (3e - ^dy = 3-3*, 

dann lassen sich 3 ? 3i ? • • • 84 derart bestimmen , daß dies die 
Gleichungen der Seileckseiten Sq, s^, . . , s^ werden. Die Glei- 
chungen (8) lassen sich nämlich schreiben 

(?) - ?),)^o~ (S - ^dyo- (?) - ?)i)^i- (3E - Xi)2/n 

(?) - ?)4)^8 - (S - ^4)^3 = (?) - ?)4)^4 - (X - 3e4)y4. 

Nehmen wir sonach die durch die beiden Seiten dieser Gleichungen 

gegebenen Werte für 3, 3-8i, 8-32. 8-38. 8-84. so 
liegen die Punkte A^^ Ä^ auf der durch die erste Gleichung (11) 
dargestellten geraden Linie, Äq^ ä^ auf der durch die zweite 
Gleichung gegebenen usf., wie es sein sollte. Unter Voraussetzung 
der angegebenen Werte von 3 » 3 — 81 ^sw. wird aber 

i)i ^0 *i % ^^ -Ol > 

(?)2 - ?)iK - (^2 - Xi>i = 82 - 8n 
{% - ^2)^2 - (^3 - 3^2)^2 =83-82 



oder, wenn wir die gefundenen Werte vonSi,?)i usw. berücksichtigen, 
YqXq - Zo% = 81 , ^1^1 — ^1^1 = 82 — 3i . 

^2^2 '^2^/2 ^^83 821 • • • 
oder kürzer geschrieben 

■^0 = 81 » -^1 = 82 — 81 j -^2 = 83 — 82 . • • • . 
woraus sich ergibt 

81 = ^0^ 

82 = -^0 "I" -^n 

83 ^^ -^0 H~ -^1 + -^2 > 

84 "= -^0 + '^l + -^2 + -^3 • 



(10a) 
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Addiert man die Gleichungen (8) alle zueinander, so erhält 
man, da sich die Glieder mit X und 1) herausheben, 

oder 

d.h. 

(9a) Zo+Zi+Z2 + Z3+Z^=0. 

Es handelt sich nun darum, die hier eingeführten Größen 
Zq, Zy^ usw. auch geometrisch zu interpretieren. Nennen wir q>^ 
den Winkel, um den die Kraft P^ mit den Komponenten X^^ Y^ 
gegen die positive ir-Achse geneigt ist, nennen vnr femer a,- den 
Winkel, den der Radiusvektor aus dem Koordinatenursprung Cq 
nach dem Angriffspunkt A^{x.^ y^ dieser Kraft P^ mit der posi- 
tiven a;- Achse einschließt und r,. seine Länge, so wird (vgl. Fig. 17) 

X^ — P,. cos q)^^ F^ = P^ sin g),., x^ = r^ cos a,., y^ = r,- sin a^ 

und somit 

Zj. = Yf o;,- — X^y^ = P,.r^ [sin qp,. cos «,. — cos (p^ sin orj 

= P,.r,. sin (gj . - «,.)• 

Der Wert von Z^ wird also gegeben durch den doppelten Inhalt 
des Dreiecks, von dem der Radiusvektor r^ und die Kraft P^ zwei 
Seiten bilden, und diese Strecken schließen in der Tat den Winkel 
9,- — ^i öi"- I^or Winkel (p^ — a,. und damit der Ausdruck Z^ be- 
kommt das positive Vorzeichen, wenn die Kraft F. auf die entgegen- 
gesetzte Seite von der Geraden des Radiusvektor fällt wie die positive 
a?- Achse, oder, wie man sich die Sache auch vorstellen kann, wenn 
die Kraft den Radiusvektor, an dessen Endpunkte A^ sie angreift, 
in positivem Sinne (d. h. in dem Sinne eines wachsenden aj zu 
drehen strebt, im entgegengesetzten Falle hat Z^ das Vorzeichen 
Minus. Sein absoluter Wert wird nach der angeführten Bedeutung 
auch angegeben durch das Produkt der Kraft P,. mit dem Ab- 
stände //,. der Linie, in der sie wirkt, von dem Koordinatenursprung 
Oq. Gemäß dieser Bedeutung heißt Z,., mit dem richtigen Vor- 
zeichen genommen, das statische Moment der Kraft. P^ für den 
Punkt Cq. Will man das statische Moment derselben Kraft für 
irgendeinen anderen Punkt A mit den Koordinaten x^ y finden, 
so hat man nur die Koordinatenachsen derart parallel zu ver- 
schieben, daß der Ursprung nach A fällt. Dann werden in diesem 

Timerding, Eräftepläne. 2 
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neuen Koordinatensystem die Koordinaten des Punktes A^ gleich 
^i "" ^9 Pi" Vt ^^^ demgemäß findet man fQr das gesuchte Moment 

den Wert 

oder 

Die Größen X^, Y^, Z^, die 

so das Moment für jeden Punkt 
der Ebene bestimmen, wollen wir 
künftig als die Koordinaten 
der Kraft bezeichnen. 

Wir definieren nun als das 

statische Moment eines Ejräfte- 

systems für einen Punkt Ä die al- 

^*' gebraische Sunmie der statischen 

Momente aller seiner Einzelkräfte für denselben Punkt A, Dann 

zeigt sich, daß dieses Moment dargestellt wird durch den Ausdruck 

m{A) = 2Zi - 2Yi • * + 2:^i ■ y, 

die Summe über alle Kräfte des Systems erstreckt. 
Wir fanden aber für unser Kräftesystem 

und somit ergibt sich 

für jeden Punkt A der Ebene, d. h. wenn für ein ebenes 
Kräftesystem sowohl das Kräftepolygon wie das Seil- 
eck sich schließt, so verschwindet sein statisches Mo- 
ment für jeden Punkt der Ebene. 

Es gilt aber auch das .umgekehrte. In der Tat ergibt sich, 
wenn fElr irgend drei Punkte der Ebene {x, y), (a?', y'), {x\ y"), 
die nicht einer geraden Linie angehören, das statische Moment 
verschwindet, 
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d. h. SZ^, — ^Yi-t 2^i müssen, wenn sie nicht alle verschwin- 
den, die Koeffizienten Oq, a^, a^ in einer linearen Gleichung 

a^ + a^x + a^y^O 

sein, der die Koordinaten aller drei Punkte genügen. Da diese 
aber nicht auf einer geraden Linie liegen sollen, können ihre 
Koordinaten auch nicht derselben linearen Gleichung genügen, 
es muß also 

werden. Die ersten beiden Gleichungen drücken aus, daß das 
Kräftepol jgon sich schließt; ist auch die dritte erfüllt, so schließt 
sich ebenfalls das Seileck. Fügen wir nändich den bereits gefun- 
denen Gleichungen der Seileckseiten als die letzte hinzu 

(D-D5)a;-(3e-S5)y=3-35, 

indem wir setzen 

/ = t = « = 

so wird in der Tat füi* X5 = 0, ?)5 = 0, 85 = diese Gleichung 
identisch mit der ersten der Gleichungen (11), und damit fallen auch 
die durch die Gleichungen dargestellten Seileckseiten zusammen. 

Aus dem Gefundenen folgt sofort, daß das statische Moment 
der Kräfte P^, Pj, P3, P^ zusammengenommen entgegengesetzt 
gleich ist dem statischen Moment der Kraft Pq, und direkt gleich 
dem Moment derselben Kraft mit umgekehrter Bichtung. Diese 
letztere Kraft, die wir B nennen wollen, aber ist die Resultante 
der vier Kräfte P^ , Pj , P3 , P4. Ziehen wir durch A eine Parallele 
zu der Kraft B und nennen h den Abstand des Angriffspunktes 
8 dieser Kraft von der gezogenen Parallele (s. Fig. 18), so 
ist das in Rede stehende Moment =i2-Ä. Die Linien der Seil- 
eckseiten Sq und s^ begrenzen aber mit der Parallelen zusammen 
ein Dreieck, das dem Dreieck C^ G^ ähnlich ist. Nennen wir 
in diesem Dreieck H die auf der Seite C^ C^ oder B errichtete 
Höhe und bezeichnen in dem anderen Dreiecke die Länge der 
Seite, die auf die zu Pq gezogene Parallele fällt, mit ^, so wird 
BxH^^gili^ und somit das Moment B-h^^'H-g. 

Liegt also ein beliebiges Kräftesystem vor und konstruieren wir 
dafür das durch die Resultante B zum Abschluß gebrachte Kräfte- 
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polygen und das ebenfalls ungeschlossene Seileck für einen Kräfte- 
pol 0, so wird das statische Moment des Kräftesystems für einen 
Punkt Ä gefunden, indem man das auf der Parallelen durch Ä 
zu B von der ersten und der letzten Seileckseite ausgeschnittene 
Stück g mit dem Abstände H des Pols von der Eesultanten R 
im Kräfteplan multipliziert. 

Man beachte, daß in den Gleichungen der Seileckseiten die 
Koordinaten a?^, y^ der Eckpunkte Ä^ nur in den Verbindungen 

vorkommen. Das bedeutet aber für die Koordinaten x^, y^ eine 
lineare Gleichung, d. h. die Gleichung einer geraden Linie, auf der 
der Angriffspunkt Ä^ liegen soll. In dieser Linie wirkt die Kraft P^. 
Diese dachten wir uns nämlich im Punkte A^ angreifend, und 
auch ihre Richtung fällt mit der der gefundenen Linie zusammen; 
denn sind x\^ y\ die Koordinaten irgendeines weiteren Punktes 
auf dieser Linie, so wird auch 

Y^x.~- Z^/^ = Z., 

und durch Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen er- 
gibt sich sofort 

{Xi-x^) : {Vi-y^ = X,.: F^, 

worin die analytische Begründung der Behauptung liegt. 

Geben wir die Größe und Richtung der Kräfte und außerdem 
ihre Wirkungslinien a^, ag, ag, a^, so sind die Größen X^, Y,., 
Z| festgelegt und umgekehrt. Wir wollen nun fragen, welcher 
Spielraum dann noch für das Seileck bleibt, dessen Endpunkte 
auf den Wirkungslinien der einzelnen Kräfte liegen, und für das 
diese Kräfte ein System äußerer Kräfte darstellen, d. h. durch die 
Spannungen in den Seileckseiten im Gleichgewicht gehalten wer- 
den. Wir können leicht zeigen, daß von dem Seileck die ersten 
beiden Seiten bis auf die Bedingung, daß sie sich auf der Wir- 
kuDgslinie der ersten Kraft schneiden müssen, willkürlich bleiben, 
daß dadurch aber das ganze Seileck eindeutig bestimmt ist. Hier- 
bei ist nur vorausgesetzt, daß im Kräfteplan der Kräftepol mit 
keiner der Kräfte in einer geraden Linie liegt. 

In der Tat wird zunächst durch die Richtungen der beiden 
ersten Seileckseiten die Lage des Kräftepols bestimmt, indem 
wir zu ihnen durch Cq und C-^ im Kräfteplan die Parallelen ziehen; 
diese schneiden sich in 0. Ist aber der Kräftepol und damit die 



Veränderung des Seilecks. 



21 



BichtuDg jeder Seileckseite gegeben, so können wir noch einen 
Punkt beliebig annehmen, durch den die erste Seileckseite gehen 
soll, damit ist dann das ganze Seileck völlig festgelegt. 

Zwei Seilecke, die zu demselben Kräftesjstem und demselben 
Kräffceplan gehören, deren korrespodierende Seiten also parallel 
sind, wollen wir äquivalent nennen. 

Wir können noch fragen, wie sich ein Seileck ändert, wenn 
im Eräfteplan der Kräftepol verschoben wird. Zur Beantwortung 
dieser Frage müssen wir die Gleichungen der Seileckseiten noch 
einmal hinschreiben für veränderte Werte SE', ^', 3' von X, ^, 8- 
Greifen wir dann die Gleichungen zweier korrespondierenden Seil- 
eckseiten heraus, etwa 

(2)-9,)'p-(3e-3E,)y-3-8„ 
(r-?),)«-(r-X,)y = 8'-3„ 

SO ergibt sich aus ihnen durch Subtraktion sofort 

Diese Gleichung ist aber unabhängig davon, welches Paar korre- 
spondierender Seileckseiten wir herausgreifen. Sie ist erfttllt 
für die Koordinaten aller 
der Punkte, welche die 
Gleichungen zweier kor- 




Fig. 18. 



respondierenden Seileckseiten befriedigen, d. h. die Schnittpunkte 
dieser Seiten bilden, und somit finden wir die Gleichung einer be- 
stimmten geraden Linie a, auf der sich alle Paare kor- 
respondierender Seileckseiten schneiden. Diese Gerade 
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ist außerdem der Verbindungslinie der beiden Kräfte- 
pole^ des alten und des neuen, parallel. Denn bilden wir 
ihre Gleichung fttr die Koordinaten x\ y irgendeines weiteren 
auf ihr gelegenen Punktes: 

(D'-^)^'-(3e'-x)y'=3'-S, 

SO folgt durch Subtraktion der vorhergehenden von dieser Glei- 
chung sofort 

oder 

(^' _ a;) : (y' - y) =. (3e' - X) : (D' - D), 

worin die Begründung der Behauptung liegt. 

Zwei Seilecke, die in dieser Beziehung stehen, heißen homo- 
log, und die Gerade a, auf der sich die Paare ihrer entsprechenden 
Seiten schneiden, heißt ihre Homologieachse. Mit Hilfe dieser 
Achse kann das homologe Seileck unmittelbar konstruiert werden, 
und jedes Seileck, das wir so, bei beliebiger Wahl der Homologie- 
achse und der neuen Richtung der ersten Seileckseite, finden, ist 
ein Seileck für dasselbe Kräftesystem wie das erste (wenn 
wir uns von jeder Kraft Wirkimgslinie, Größe und Sinn gegeben 
denken). Umgekehrt sind, wie aus dem Gesagten sofort hervor- 
geht, zwei Seilecke immer homolog, wenn sie zu demselben Kräfte- 
system gehören und nicht äquivalent sind. 

Mit dem, was wir bis jetzt gesagt haben, ist der geometrische 
Gehalt der die Seileckseiten festlegenden Gleichungen noch nicht 
erschöpft. Um aber ihre volle Ausdeutung zu gewinnen, müssen 
wir aus der Ebene in den Baum gehen und zu geometrischen 
Betrachtungen greifen, die, ehe wir weitergehen, kurz im Zu- 
sammenhange dargestellt werden mögen. Hierbei müssen wir uns 
jedoch auf das, was für uns nötig ist, beschränken und für alles 
weitere auf die Lehrbücher der neueren Geometrie verweisen. 



Drittes Kapitel. 

Das Nullsystem. 

Wir knüpfen an die analytische Darstellung einer Ebene im 
Räume an, die wir in einer besonderen, für unsere Zwecke be- 
quemen Form geben wollen. Wir denken uns ein rechtwinkliges 
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Oq Fig. 19. 



Koordinatensystem im Baume, Cq sei sein Ursprung, rr, y, e seien 
die Koordinaten selbst. Wir nehmen nun eine Ebene tt, welche 
die ;? -Achse in einem Funkte Z^ schneidet und mit dieser Achse 
den Winkel q> bildet. Ist 
derselbe von 90® verschie- 
den, so gibt es eine ein- 
zige horizontale (d. h. zur 
js^- Achse senkrechte) gerade 
Linie jp, die durch Zq geht 
und in % liegt. Auf diese 
Linie jp fällen wir aus einem 
beliebigen Punkte P der 
Ebene it das Lot PQ, und 
weiter aus P und Q die 
Lote PP' und QQ' auf 
die a?y- Ebene. Fällen wir 
endlich noch aus Q das 
Lot QP^ auf PP\ so wird 
der Winkel QPP^ gleich dem Winkel tp und somit 

P^P^P^Q- cotg 9? = P'^'. cotg 9?. 

Setzen wir aber die Ordinaten P'P^=^z, Q^Q 

Ferner sei tf; der Winkel, den der Radiusvektor O^P' mit der 
positiven a;- Achse bildet, %" der analoge Winkel für den Radius- 
vektor GqQ\ so wird, da P'Q' auf G^Q' senkrecht steht, 

p'^'=»(7oP'-sin(tf;-'0-) 

= GqP' sin 1/; • cos ^ — GqP' cos iJ; • sin O* 
=« y • cos -Ö" — Ä • sin O", 

wenn wir mit x — G^P' cos i/;, y =» CqP' sin tf; die Koordinaten des 
Punktes P' in der icy- Ebene bezeichnen. Somit verwandelt sich 
die erste Gleichung in 

z — Zq^ cotg 9? (y cos -ö" — a? sin %). 
Dieser Gleichung wollen wir die Form geben 



Zq^ so wird 
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indem wir 

(2) a?Q ■== Ä; cotg g> • cos ^, y© *^ ^ ^^% 9 • sin ^ 

setzen. Der Punkt Pq mit den Koordinaten ic^, y^, ^q ist ein Punkt 
der Linie jp, und sein Abstand PqZq von Zq, d. h. von der ;?- Achse, 
hat den Wert 

(3) r=«Ä;«cotgqp. 

Dieser Punkt Pq bestimmt die Lage der Ebene im Baume, die 
ursprünglich durch die Größen je?q, ^, g) festgelegt war. Es ist gut, 
noch einmal an die Bedeutung dieser Größen zu erinnern. 0^ ist 
die Ordinate des Punktes Zq, in dem die Ebene n die jg:- Achse 
schneidet, ^ ist der Winkel, den die horizontalen Geraden der 
Ebene n mit der o^je;- Ebene einschließen, also auch der Winkel, 
den die Spur der Ebene tc in der o;^- Ebene mit der rr- Achse 
bildet, (p endlich ist der Winkel, den die Ebene mit der ;8:- Achse 
bildet, 90® — (p also der Winkel, um den die Ebene gegen die 
o;^- Ebene, die wir als horizontal ansehen, geneigt ist. 

Wir wollen auch auf die Bestimmung der Vorzeichen achten. 
Der Winkel q> kann nach zwei Seiten gerechnet werden, die durch 
das Vorzeichen zu unterscheiden sind. Entsprechend kann auch 
der Abstand r nach zwei Seiten gerechnet werden, die wieder 
durch das Vorzeichen geschieden werden müssen. Der Zusammen- 
hang zwischen beiden Vorzeichenbestimmungen ist durch (3) ge- 
geben: mit (f wird auch r positiv oder negativ, wenn wir, was 
wir dürfen, g) in die Grenzen —90® und -f 90® einschließen. Was 
die geometrische Deutung dieses Zusammenhanges betrifift, so ist 
leicht zu sehen, daß bei positivem k für einen in die Richtung 
ZqZ gestellten Beobachter, der nach Pq hinsieht, der aufsteigende 
Teil der Ebene tu nach links hin liegen muß. In der Tat wird 
für einen Punkt dieses Teils der Ebene ^ — ^q^O, mithin nach (l) 

XQyi — ^0 ^ ^ ^ ^^^^ r sin (1/; — -ö") > , 

d. h. wenn r > 0, i|; > -Ö* und wenn r < 0, 1/; < 0: der Punkt P^ 
liegt, wenn, wie wir es annehmen wollen, der positive Drehsinn 
in der a:«/- Ebene, der von der positiven ic- Achse zur positiven 
y- Achse führt, links herum geht, links oder rechts von dem Strahl 
CQ, je nachdem Pq auf derselben oder der entgegengesetzten Seite 
wie Q liegt, was mit der früheren Festsetzung gleichbedeutend ist. 
In der Form (l) wollen wir von nun an die Gleichung einer 
Ebene n im Baume annehmen. Der Faktor k auf der linken Seite 
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bleibt willkürlich wählbar. Er bringt die linke und die rechte 
Seite der Gleichung auf dieselbe Dimension, wenn wir ihm selbst 
die Dimension einer Länge geben. Später werden wir für Ä ein- 
fach die Längeneinheit wählen. 

Für den Punkt Pq der Ebene tu, der deren Lage im Baume be- 
stimmt, gebrauchen wir die von Möbius in seinem Lehrbuch 
der Statik (1835, Werke Bd. 3) eingeführte Bezeichnung, indem 
wir ihn den Nullpunkt der Ebene nennen, umgekehrt heißt die 
Ebene selbst die Nullebene des sie festlegenden Punktes Pq. 
Diese Zuordnung von Punkten und Ebenen im Baume bezeichnet 
Möbius als ein Nullsystem, und die ;e?-Achse unseres Koordi- 
natensystems ist die Achse des Nullsystems. Sie soll künftig 
immer durch den Buchstaben charakterisiert werden. 

Die Beziehung des Nullsystems zu seiner Achse läßt sich geo- 
metrisch folgendermaßen charakterisieren: Um zu einem Punkte 
Pq die zugehörige Ebene tc zu finden, fälle man aus Pq auf die 
Achse das Lot PqZq^ dessen Länge r sei, und lege durch dieses 
Lot die Ebene, die mit der Achse den durch die Gleichung 

(4) cotg g? = y 

festgelegten Winkel <p bildet, wobei wir die oben gegebene Begel 
für die Bestimmung der Seite, nach der hin dieser Winkel ge- 
nommen werden muß, zu beachten haben. 

Liegt der Punkt Pq auf der Achse selbst, so wird die zuge- 
hörige Nullebene die Normalebene der Achse in diesem Punkte. 

Nur für die Ebenen, die der Achse parallel sind, versagt die 
Auffindung des Nullpunktes. Sie sind also singulare Ebenen 
des Nullsystems. Man kann Bie auch so charakterisieren, daß 
man sagt, der Nullpunkt rücke für sie in unendliche Entfernung, 
und zwar in einer bestimmten Bichtung, so daß ihnen nicht mehr 
ein Punkt, sondern eine Bichtung zuzuweisen ist. Um dies zu 
erkennen, setzen wir in der Gleichung (l) 

^0^9'^j Vo^Q-n^ ^Q=Q't-> 

und dividieren sie durch q. Lassen wir dann q über alle Grenzen 
wachsen, so ergibt sich 

(5) H^n^ — ly- 

Dies ist sonach die Gleichung der Nullebene, wenn der Nullpunkt 
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sich nach der durch die Proportion 

bestimmten Richtung ins Unendliche entfernt. Diese Richtung ist 
in der Ebene selbst enthalten. In der Tat muß der Nullpunkt, 

auch wenn er in unendliche Entfernung 
rückt, in seiner Nullebene bleiben, d. h. 
sich in einer Richtung entfernen, die 
der Ebene selbst angehört. Bezeichnen 
wir mit d den Abstand der Achse von 
der zu ihr parallelen Ebene, so wird 
dieses d die Höhe in einem recht- 
winkligen Dreieck, von dem die durch 
die Ebene auf der x- und y-Achse ab- 
geschnittenen Stücke m^ n die Kathe- 
ten büden, und sonach ist 




(1 = 4- 



iw • w 



Es folgt aber aus der Ebenengleichung, 
indem wir in ihr zuerst y =« und dann ic = machen, 



m 



H 



und damit ergibt sich 



oder 



d 



n = 



kt 



H 



VV + n' 



(6) e? = ÄJ • cotg ;t , 

wenn wir mit % den Winkel bezeichnen, den die der Ebene zu- 
geordnete Richtung mit der ;2^- Achse bildet. Diese Richtung kann 
ihrerseits beliebig gewählt werden, nur die Richtung der ;e?- Achse 
selbst ist auszuschließen. Denn für x^" wird d == oo, d. h. die 
ganze zugehörige Ebene rückt ins Unendliche. In allen anderen 
Fällen ergibt sich eine bestimmte Durchmesserebene, d.h. der 
Achse parallele Ebene, die der gegebenen Richtung zugeordnet ist. 
Man beachte femer, daß die Gleichung (l) sich nicht ändert, 
wenn man j?, z^ durch z •\- ö, -2*0+^ ersetzt, was auch der Wert 
von 6 sei. Daraus folgt aber, daß, wenn man den Nullpunkt auf 
•einer Parallelen zur Achse, einem Durchmesser des Nullsystems, 
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verschiebt, die zugehörige Nullebene sich parallel verschiebt. Je- 
dem Durchmesser ist so eine bestimmte Ebenenstellung zugeordnet, 
genau analog wie jeder Durchmesserebene eine bestimmte Linien- 
richtung zugeordnet wird. 

Die Gleichung (l) ändert sich außerdem nicht, wenn wir rc, 
y^ z mit Xq^ ^0, Zq vertauschen. Das bedeutet aber: Liegt ein 
Punkt Pin der Nullebene eines anderen Punktes P^^ so 
liegt auch Pq in der Nullebene von P. Die Beziehung 
zwischen zwei solchen Punkten, die durch die Gleichung (l) ge- 
geben wird, ist also umkehrbar, und wir nennen zwei solche 
Punkte konjugierte Punkte des Nullsystems. 

Wir wollen nun beweisen, daß den Punkten einer belie- 
bigen Geraden g alle Punkte einer anderen Geraden g' 
konjugiert sind, oder mit anderen Worten, daß, wenn der Null- 
punkt auf einer Ger?,den g fortrückt, seine Nullebene sich um eine 
andere Gerade g dreht. Dann sind auch umgekehrt den Punkten 
von g die Ebenen durch g als Nullebenen zugeordnet. Wir finden 
demnach zu einem Punkte auf einer der beiden Geraden die zu- 
gehörige Nullebene, indem wir diesen Punkt mit der anderen Ge- 
raden durch eine Ebene verbinden. Zwei so einander zugeordnete 
Gerade g^ g' heißen reziproke Polaren des Nullsystems. 

Wir wählen, um den Beweis zu führen, für g eine Gerade, die 
in Pq auf der horizontalen Geraden Z^P^ senkrecht steht, worin, 
solange Pq willkürlich bleibt, keine Spezialisierung liegt. Wir 
bezeichnen mit P^ einen beliebigen Punkt von g^ mit x^^ y^^ z^ 
seine Koordinaten, femer konstruieren wir das rechtwinklige Drei- 
eck Pq(JqPq', in dem öo-^o' vertikal, PqÖo horizontal ist. Da femer 
Pq^q senkrecht zu -Z'qPq ist, können wir den Winkel, den es mit 
der iC;Sf -Ebene einschließt, gleich 90®-f -O* annehmen, wenn %^ der 
Winkel ist, den Z^V^ mit der a?;e?- Ebene bildet, und ist ^> der 
Winkel, den die Linie P^^P^ mit der Richtung der ;ß;- Achse bildet, 
so wird öo-^o'^ -^oöo* ^^^§9^'* Somit werden die Projektionen 
von Po Po' aiif die Koordinatenachsen — ^ sin «ö*, ^ cos -O-, g cotg <jp' 
und wir finden, wenn wir noch Pq^o^ ^ setzen, für die Koordi- 
naten des Punktes Pq' die Werte 

a^o— gsin-Ö-, ^0+ ^^^os^, ^o+^cotgg?'; 

wenn wir diese Werte in die Gleichung (1) einsetzen, so er- 
halten wir für die Nullebene von Po' die Gleichung 

Hz — ^0 ~" ^ cotgg?') =: (ic^ — g sin'ö')^ — (% + ^ 003-^)0:. 
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Diese Gleichung ist für jeden Wert von ^, d. h. wie auch der 
Punkt Pq' auf g angenommen werde, befriedigt, wenn gleichzeitig 

k cotgqp' = cos^ • Ä +- sin 0" • y 

Mdrd. Die erste dieser Gleichungen ist wieder die Gleichung (1) 
der Ebene tt, die zweite Gleichung ist die Gleichung einer zur 
j?- Achse parallelen Ebene jr', die mit der a;;ef -Ebene den Winkel 
90®+ -O" einschließt, also zur Geraden ZqPq senkrecht ist und auf 
ihr das Stück 

(7) / = Ä:cotgg?' 

abschneidet, wie sich sofort ergibt, wenn man in die Ebenen- 
gleichung einsetzt 

X = r cos^ , y ^^ r sin-Ö* . 

Da die Ebene 7t aber durch die Gerade ZqPq hindurchgeht, steht 
die Schnittlinie g' der beiden Ebenen tu und n ebenfalls auf der 
Geraden ZqPq senkrecht und bildet mit der Achse z denselben 

Winkel <p wie die Ebene 7t. Die Gerade 
g' ist aber die gesuchte reziproke Polare, 
deren Punkte zu allen Punkten von g 
konjugiert sind und in der sich die Null- 
ebenen aller Punkte von g schneiden. 
Wir finden daher, daß zwei reziproke 
Polaren des Nullsystems sich in folgen- 
der Weise geometrisch festlegen lassen: 
Sie treffen beide dasselbe Lot der 
Achse, und zwar sind die durch 
die Treffpunkte auf dem Lote ab- 
geschnittenen Stücke r, r mit den 
Winkeln g?', g?, die g^ g' mit der 
Achsenrichtung einschließen, 
durch die aus (4) und (7) resultierende Relation verbunden 

(8) r tang9? = / tang qp' = Ä . 

Hieraus folgt aber, daß, wenn wir g?' = 9? nehmen und die 
Gerade g der Bedingung 

(9) r tang 9 = Ä 

genügen lassen, die reziproke Gerade mit ihr zusammenfällt. Eine 




Fig. 21. 
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solche Gerade hat also die Eigentümlichkeit, daß, wenn der Null- 
punkt auf ihr fortrückt, die Nullebene sich um sie selbst dreht. 
Eine Gerade von dieser Eigenschaft bekommen wir immer, wenn 
wir durch einen Punkt in seiner Nullebene oder in einer Ebene 
durch ihren Nullpunkt eine gerade Linie beliebig ziehen. Denn 
nehmen wir auf dieser Linie zwei Punkte an, von denen der eine, 
P, beliebig ist, wahrend der andere der Nullpunkt Pq ist, durch 
den die Linie gezogen wurde, so geht nach der Voraussetzung die 
Nullebene des Punktes Pq durch die Linie g hindurch, die Null- 
ebene des Punktes P muß aber auch durch den Punkt Pq gehen, 
da P in der Nullebene von Pq liegt. Die reziproke Polare von 
^, in der sich die Nullebenen der Punkte von g schneiden, fällt 
also in der Tat mit g selbst zusammen. Eine Gerade von dieser 
Eigenschaft heißt nach Mob ins eine Nullinie des Nullsystems. 

Es ist auch sofort zu sehen, daß jede Gerade, die zwei rezi- 
proke Polaren des Nullsystems trifft, eine Nullinie ist. Denn ver- 
binden wir sie mit einer dieser beiden Polaren durch eine Ebene, so 
geht sie durch den Nullpunkt dieser Ebene, nämlich ihren Schnitt- 
punkt mit der anderen Polaren, hindurch, ist also eine Nullinie. 
Zu den Nullinien gehören insbesondere alle Geraden, welche die 
Achse des Nullsystems unter rechtem Winkel treffen. 

Wir wollen noch bemerken, daß nach den angegebenen Kon- 
struktionsregeln das Nullsystem ungeändert bleibt, wenn man 
den ganzen Baum einer Drehung um die Achse des Nullsystems 
oder einer Parallel Verschiebung in der- Richtung dieser Achse 
unterwirft. Ein Punkt und eine Ebene, die einander als Nullpunkt 
und Nullebene zugeordnet sind, bleiben auch nach einer solchen 
Bewegung in der gleichen Weise miteinander verbunden. Eine 
Nullinie geht wieder in eine Nullinie über, und zwei reziproke 
Polaren bleiben auch nach der Verrückung zwei reziproke Polaren 
desselben Nullsystems. 

Das Nullsystem zeigt eine große Ähnlichkeit mit dem Polar- 
system einer Fläche zweiter Ordnung. Auch hier wird jedem 
Punkte eine Ebene zugewiesen und umgekehrt, und ist einem 
Punkte P eine Ebene n zugeordnet, so ist jedem Punkte von 
7C eine Ebene zugeordnet, die durch P hindurchgeht. Aber beim 
Polarsystem liegen nur die Punkte der sog. Ordnungsfläche auf 
ihren Polarebenen, welche dann die Ordnungsfläche in dem zu- 
gehörigen Punkte berühren, während bei dem Nullsystem jeder 
Punkt in der ihm zugeordneten Ebene liegt. 
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Auch in der analytischen Darstellung zeigt das Polarsystem 
eine große Ähnlichkeit mit dem Nullsystem. Wahlen wir ins- 
besondere für die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung die folgende 

(10) hz^xy, 

also für die Fläche selbst ein gleichseitig hyperbolisches 
Paraboloid, das durch die x- und y- Achse des Koordinaten- 
systems hindurchgeht und dessen Achse in die ^- Achse fällt, so 
ergibt sich für die Polarebene eines Punktes (oJq, y^, z^ die 
Gleichung 

(10 a) Tziz + Zq) = x^y + y^x. 

Ist die Flächengleichung dagegen 

(11) 2kz^x^+y\ 

die Fläche also ein Botationsparaboloid, so lautet die Glei- 
chung der Polarebene 

(IIa) k{z + Zq) = XqX + y^y. 

Es ist aber auch leicht, diese beiden Polarsysteme aus dem 
Nullsystem direkt herzuleiten, indem man allein die Nullpunkte 
und nicht gleichzeitig auch die Nullebenen eine Bewegung aus- 
führen läßt. Ersetzt man nämlich in der Grundgleichung (l) ^e^Q 
durch — Zqj y^ durch — ^q, so geht sie in (10 a) über. Diese 
Veränderung der Koordinaten bedeutet aber, daß man die Null- 
punkte eine halbe Umdrehung um die a?- Achse, also um eine die 
Achse z des Nullsystems senkrecht treffende Linie ausführen läßt, 
es ergibt sich demnach: Dreht man die Nullpunkte aus ihren 
Nullebenen durch eine halbe Umdrehung um eine die 
Achse des Null Systems senkrecht treffende Linie heraus, 
so geht die durch das Nullsystem gegebene Zuordnung 
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes in die 
desPolarsystems eines hyperbolischenParaboloids über, 
das die Drehachse selbst enthält und dessen Achse mit 
der Achse des Nullsystems zusammenfällt. 

Dieses Paraboloid ist mit NuUinien des Nullsystems vollständig 
überdeckt. Es sind dies die Nullinien, welche die Drehachse (d. h. 
die ic- Achse) unter rechten Winkeln schneiden und durch die Glei- 
chungen 

z r 

' y Ar ' 
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wobei r willkürlich bleibt, bestimmt sind. Eliminiert man aus 
diesen Gleichungen r, so erhält man in der Tat die Gleichung (lO) 
des Paraboloids. 

Die Nullinien bilden auf dem Paraboloid die eine der auf ihm 
enthaltenen zwei Regelscharen, die andere Regelschar, deren Strahlen 
alle Strahlen der ersten Regelschar schneiden, besteht aus Paaren 
reziproker Polaren des Nullsystems, die symmetrisch zu dessen 
Achse z liegen und die ^-Achse unter rechten Winkeln treffen. Für 
zwei solche reziproke Polaren ergeben sich, da, wenn / — — r, 
gj' = — (p wird , aus (8) für die Geraden g und g 

rtangg)' =« — A; und r'tangg? = — li 

folgt, die Gleichungen paare 



9 fir 

y=^r, ^. =- cotgqp'—-^ 



X 



und 



y = -r', ^ = -C0tg<p = -'^. 



durch Elimination von r resp. / erhält man wieder die Gleichung 
des Paraboloids. 

Auch das zweite der erwähnten Polarsysteme kann man aus 
dem Nullsystem herleiten, indem man jetzt 

Zq durch — Zqj Xq durch j/q , t/q durch — Xq 

ersetzt. Dies bedeutet aber geometrisch, daß man erstens die 
Nullpunkte an der a?y -Ebene, also einer zur Achse z des Null- 
systems senkrechten Ebene, spiegelt und sie zweitens um diese 
Achse durch 90^ dreht. So finden wir: Spiegelt man die Null- 
punkte an einer zur Achse des Nullsystems senkrechten 
Ebene und läßt sie außerdem eine Viertelumdrehung um 
diese Achse ausführen, so geht die Zuordnung des Null- 
systems in die des Polarsystems eines Rotationspara- 
boloides über, dessen Rotationsachse mit der Achse des 
Nullsystems zusammenfällt. 

Um nun die Bedeutung des Nullsystems für unsere 
statischen Aufgaben darzulegen, knüpfen wir nach dem Vor- 
gange von F. Klein an den früher gefundenen Ausdruck für das 
statische Moment z == 2Sl{Ä) einer einzelnen Kraft an. Dieser 
Ausdruck lautete 

z = Z—Tx+ Xy, 
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wenn x^ y die Koordinaten des Bezugspunktes A und X, F, Z 
die Koordinaten der Kraft sind. Geben wir der vorstehenden 
Gleichung die Form 

(12) z- Z^Xy--Yx, 

so stimmt sie mit der Grundgleichung (l) überein, wenn wir darin 
Ä; = 1 machen und X, Y^ Z för rr^, ^q, Zq schreiben. 

Damit ist die folgende geometrische Deutung nahegelegt: Wir 
errichten in dem Bezugspunkte Ä auf der ;r^ -Ebene ein Lot, dessen 
Länge z den Wert des Momentes angibt, und zwar auch dem Vor- 
zeichen nach, indem wir positive Werte nach oben, negative nach 
unten abtragen. Die Endpimkte erfüllen dann eine Ebene (>, die 
Momentenebene, die durch die Gleichung (12) dargestellt wird. 
Wir ordnen femer der Kraft einen Punkt K im Räume derart zu, 
daß die Projektion des Radiusvektors, der vom Koordinaten- 
ursprung Cq nach diesem Bildpunkte ® hinführt, die Kraft der 
Größe und Richtung nach angibt, d. h. daß die zwei ersten Ko- 
ordinaten von ® die Kraftkomponenten X, Y werden, und daß 
die Ordinate Z von ß das Moment der Kraft für den Koordinaten- 
ursprung angibt. Dann liegt der Bildpunkt ® der Kraft in der 
Momentenebene ö und ist dieser Ebene in einem Nullsystem als 
Nullpunkt zugeordnet. Die Achse des Nullsystems ist die js- Achse, 
und sein Parameter k ist gleich 1, d.h. die früher gegebene Beziehung 
zwischen dem Abstand r des Nullpunktes von der Achse und der 
Neigung qp der Nullebene gegen die Achse ist hier die folgende 

(13) r = cotgg?. 

Die Wirkungslinie der Kraft ist die Schnittlinie der Mo- 
mentenebene mit der a;t/ -Ebene, und ihre Gleichung lautet 

(14) Z^Yx-Xy. 

Sie ist der Projektion des Radiusvektors Cq® auf die 
a;y - E b e n e , da sie ja die Richtung der Kraft hat, parallel. Femer 
wird die Ordinate der Momentenebene im Koordinatenursprung 
gleich dem Abstände des Bildpunktes ® von der icy -Ebene. Die 
Neigung = 90^ — cp der Momentenebene gegen die rry -Ebene 
ist durch die Gleichung gegeben 

(15) tangö ■■= r = YX'+Y^ , 

ihr Tangens ist also gleich der Größe R der Kraft. 
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Nehmen wir nun zwei Kräfte an^ die durch die Bildpunkte 
®^(Xj, Tj, Zj) und KjC-^» -^2? ^2) g^g^^^^ seien. Dann werden 
die Gleichungen der zugehörigen Momentenebenen 

z — Zi=- X^y — Y^x, 

z — Z^-^ X^y — T^x, 

Suchen wir aber das Moment der beiden Efäfte zusammen- 
genommen, so ergibt sich hierfür nach der Definition dieses Mo- 
mentes die Summe der Momente für die Einzelkräfte, also der Wert 

z^(Z, + Z,) - (Y, + Y,)x + {X,+ X,)y. 

Dies ist, wenn wir Xy y, z wieder als Punktkoordinaten im 
Eaume deuten, ebenfalls die Gleichung einer Ebene, die wir 
schreiben können 

e-(Z,+ Z,) = (X, + X,)y - (Fl + Y^)x . 

Zufolge dieser Gleichung läßt sich das resultierende Moment 
wieder deuten als das Moment einer Einzelkraft, welche die Resul- 
tante der beiden gegebenen Kräfte bildet, vorausgesetzt, daß die 
neu gefundene Momentenebene die a;^-Ebene oder Grundebene 
schneidet, ihr also nicht parallel ist. Das letztere würde eintreten, 
wenn gleichzeitig 

X^+X^^O, Y^+ Y^^O 

würde. Denn dann reduziert sich die Gleichung der Momenten- 
ebene auf 

z^Z^ + Z„ 

und das Moment ist konstant für alle Punkte der Ebene. Dieser 
Fall wird uns später noch weiter beschäftigen. In allen anderen 
Fällen liefert die Schnittlinie der gefundenen Momentenebene mit 
der oi^y-Ebene die Wirkungslinie der resultierenden Kraft und der 
Tangens ihrer Neigung gegen die a;^-Ebene die Größe dieser E[raft. 
Man erkennt sofort, daß das gewonnene Resultat sich auf eine 
beliebige Anzahl von Kräften übertragen läßt. Sind 

(16) z — Z^^ X^y — Y^x (i— 1,2, ...n) 

die Gleichungen für die Momentenebenen der Einzelkräfte, so wird 
die Gleichung der resultierenden Momentenebene 

(17) z-^Zt-^^rP-^Yrx, 

wobei die Summation über alle vorgelegten Kräfte zu erstrecken ist. 

Tim erdin g, Kräftepläne. 3 
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Es ergibt sich auch leicht die geometrische Eonstraktion der 
resultierenden Momentenebene. Zunächst findet man ftlr zwei 
Kräfte das folgende einfache Verfahren: Man errichte in den 
Linien, in denen die Momentenebenen der beiden Kräfte 
die Grundebene schneiden, auf der letzteren die Normal- 
ebenen und schneide diese jedesmal mit der Momenten- 
ebene der anderen Kraft. Die Verbindungsebene der so 
gefundenen beiden Schnittlinien ist die resultierende 
Momentenebene. Man erkennt sofort, daß dies Verfahren auch 
bei beliebig vielen Kräften zum Ziele führt, indem man zunächst 
die resultierende Momentenebene für die erste und zweite Kraft 
konstruiert und sie dann mit der Momentenebene der dritten Kraft 
vereinigt; so fährt man fort, bis man alle Kräfte herangezogen 
hat; die Beihenfolge, in der man die Kräfte nimmt, bleibt dabei 
völlig willkürlich. 

Diese Ausfährungen wollen wir nun für die Gleichungen (ll) 
des vorigen Kapitels, welche die Seiten des Seilecks darstellen, 
verwerten. Wii- führen zu dem Zwecke die Punkte ein mit den 
Koordinaten 

(x, D, 3), (S,, Dl, 3i), Ä, %, Sj), (X,, D„ 3,), (3e„ ?)*, 34), 

die wir der Reihe nach mit O, @^i, @^2) ^8) ^4 bezeichnen und die 
lotrecht über den Punkten 0, C\, Cg, Cj, 0^ des Kräfteplans liegen. 
Von diesen Punkten suchen wir in dem Nullsystem, auf das uns 
die Momentenebenen geführt haben^ die Nullebenen w, y^, yg, yg, y^, 
deren Gleichungen lauten 

' ^ - 3 -^y - ?)^, 
^ — 8i = 3£iy — ?)i^, 



(18) 



^ - 84 = ^E^t/ — g^ar. 
Wir nehmen noch die Ebene ^q, für die 

als Nullebene des Punktes Cq hinzu und wollen die Ebene od 
der Reihe nach zum Schnitt bringen mit den Ebenen ^q, y^, yg, y^, y^. 
Wir finden durch einfache Subtraktion der zugehörigen Gleichungen 
jedesmal die Gleichung der Vertikalebene, die durch die Schnitt- 
linie hindurchgeht: 
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(19) 



8 = Da; - Xy, 

8 - 3i = (D - 9i)^ - (X - 3ei)y, 
3 - 84 - (D - Vi> - (X - ^dy- 



Dies aber sind die Gleichungen der Seileckseiten, und diese er- 
geben sich sonach als die Schnittlinien der Yertikalebenen mit 
der Grundebene, d. h. als senkrechte Projektionen der Schnittlinien 
(c5, ^q), (c5, yj) usw. auf die Grundebene. 

Die Wirkungslinie der Kraft P^ z. B. hat nun die Gleichung 

oder 

(20) 8, - 3, = (3e8 - X,)y - (D, - D,)a;. 

Diese Gleichung entsteht aber durch Subtraktion der Gleichungen 
^ — 82 ■= 3^22^ — glgiT, ^ ~ 83 = Xg^/ -- %x, 

welche die Ebenen yg, y^ darstellen. Man findet also die Wir- 
kungslinie der Kraft P^ durch orthogonale Projektion der Schnitt- 
linie von ^2 und y^ auf die Grundebene und analog für die übrigen 
äußeren Kräfte. Auf diese Weise erkennen wir: 

Konstruieren wir über demKräfteplan die zugehörige 
Baumfigur, die aus den Punkten @^q"= Cq und 6^1,6^2? ^39^49 ^ 
über Ci, C^, C^y C^, besteht, so ergibt sich das zuge- 
hörige Seileck, indem wir die Nullebene g) des Punktes D, 
der über dem Kräftepol liegt, mit den Nullebenen yo^^n 
72, yj» ^4 der Punkte 6q, ffi^, ©g» ®8> ®4 schneiden und die 
Schnittlinien auf die Grundebene senkrecht projizieren. 
Die Wirkungslinien der äußeren Kräfte selbst finden 
wir, indem wir die Schnittlinien je zweier aufeinander- 
folgenden Nullebenen ^q, yi, . • . auf die Grundebene pro- 
jizieren. 

Zu beachten ist, daß mit dem Kräftesystem die Baumpunkte 
So, (S^, . .., also auch die Nullebenen y^^ y^ -"•, fest gegeben sind, 
der Puokt O aber, also auch die Ebene cj, völlig willkürlich bleibt. 
Die Projektionen der ebenen Polygone, welche die festen Ebenen 
aus der beweglichen Ebene co ausschneiden, liefern dann alle die 
möglichen Seilecke. 

3* 
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Viertes Kapitel. 

Besondere Angaben der Kräftevereinigang nnd 

Kräftezerlegnng. 

Wir wollen aus der im vorigen Kapitel gegebenen Baum- 
konstruktion zunächst den besonderen Fall herausgreifen, wo die 
Zahl der vorhandenen äufieren Kräfte 3 beträgt, wo also der 
Kräfteplan durch 4 Punkte Oq, 0^, Gj, und ihre 6 Verbindungs- 
linien, d. h. durch ein vollständiges ebenes Viereck gebildet wird. 

C^ Die Eaumfigur des 
Kräfteplans ist dann 
ein Tetraeder, sie be- 
steht aus vier Punk- 
ten @^o, (Sj, 6^29 C ^^ 
den Vertikalen von 

^0» ^1» ^2» ™d 
den 6 Verbindungs- 
linien dieser Punkte, 
die in der Tat die 
'^^' ^- Kanten eines Tetra- 

eders sind. Suchen wir nun von den Ecken ©o» ®i » ®2j ^ dieses Te- 
traeders die Nullebenen yo» ^i ? ^2» ® j ^^ bilden dieselben ein zweites, 
zu dem ersten reziprokes Tetraeder, dessen Ecken mit Slo > ^i » ^^2 > ® 
bezeichnet seien. Projizieren wir dieses Tetraeder wieder orthogonal 
auf die Grundebene, so erhalten wir ein neues vollständiges Viereck 
AqjA^^Ä^^ 8, Ein in diesem enthaltenes Dreieck Aq^A^^ A^ bildet 
hier das Seileck, und die Linien SAq, SA^ , 8A2 sind die Wirkungs- 
linien der äußeren Kräfte, diese Wirkungslinien gehen so- 
nach in dem vorliegenden Falle durch einen Punkte 

Wir wollen die Beziehung zwischen den beiden Tetraedern 
noch etwas ausführlicher betrachten. Je drei Ecken des zweiten 
liegen in der Nullebene einer Ecke des ersten, sind dieser Ecke 
also konjugiert, und zwar setzen wir voraus, es seien 

der Ecke ©o die Ecken 8I0, 8I1, @, 

9to, «1, % 
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konjugiert. Dann sind umgekehrt z. 6. der Ecke S(q des zweiten 
Tetraeders die Ecken @^09 ^a« ^ ^^^ ersten Tetraeders konjugiert, 
d. h. die Verbindungsebene a^ von ©iKgö i^^ ^^® Nullebene von Äq 
und enthält somit diesen Punkt. Es enthalten demnach die Ebenen 
«Q , »1 , «2 > <y des zweiten Tetraeders die einzelnen Ecken ?lo> ^> ^a ? ® 
des ersten Tetraeders, ebenso wie die Ebenen des ersten Tetraeders 
durch die Ecken des zweiten Tetraeders gehen, d. h. die beiden 
Tetraeder sind einander gleichzeitig ein- und umbe- 
schrieben. 

Die beiden Tetraeder sind reziproke Figuren in dem Null- 
system, die Ecken des einen entsprechen den Ebenen des anderen^ 
und die Kanten des einen sind die reziproken Polaren von den 
Kanten des andern. Ihre Beziehung ist durchaus wechselseitig, 
und das Gleiche läßt sich von ihren Projektionen auf die Grund- 
ebene sagen; man bezeichnet deshalb auch diese Projektionsfiguren 
als reziproke Figuren. Jede von ihnen läßt sich als Kräfte- 
plan der anderen als Lageplan gedeuteten Figur auf- 
fassen. Es bleibt auch willkürlich, welches von den vier Drei- 
ecken des den Lageplan bildenden vollständigen Vierecks man als 
Seileck deuten will. Jedesmal gehört zu diesem Seileck ein Eck- 
punkt des anderen Vierecks als Kräftepol. So sind den Dreiecken 
AqA^Ä^^ ÄqA^S^ A^A^Sj A^AqS der Reihe nach die Punkte 
0, Cq, Cj , C^ als Kräftepole zugeordnet. Jedem dreieckigen „Fach" 
der einen Figur ist eine Ecke oder ein „Knotenpunkt" der 
andern Figur zugeordnet. Der Strecke, längs welcher zwei Fächer 
der einen Figur aneinander grenzen, entspricht die Verbindungs- 
strecke der zugehörigen Pole in der andern Figur. Solche zwei 
Strecken entstehen durch Projektion aus zwei Tetraederkanten, 
die als reziproke Polaren in dem Nullsystem einander zugeordnet 
sind, ihre Beziehung ist also wieder durchaus wechselseitig: auch 
der zweiten Strecke ist als gemeinsamer Begrenzung zweier Fächer 
die Verbindungsstrecke der diesen Fächern entsprechenden Punkte 
in der andern Figur zugeordnet. 

Wir wollen aus diesen Betrachtungen noch die einfache Regel 
besonders herausheben, daß, wenn drei Kräfte P^^P^^P^ im Gleich- 
gewichte sind, ihre Wirkungslinien Pi^p^^p^ durch einen Punkt 8 
gehen und sie selbst sich ohne Änderung ihrer Größe und Rich- 
tung zu einem Dreiecke von bestinmitem XJnlaufssinne aneinander 
legen lassen müssen. Weiter zeigt sich, daß man die Resultante P 
zweier Kräfte P^^ P^^ deren Wirkungslinien sich schneiden, findet. 
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indem man die Kräfte an den Schnittpunkt S der beiden Wir- 
kungslinien verlegt und dann durch diesen Punkt S die Diagonale 

des Parallelogramms zieht, das die beiden 
Kräfte als zwei Seiten bestimmen. Diese 
Diagonale stellt in dem vom Punkte S 
ausgehenden Bichtungssinne genommen 
die gesuchte Resultante P der Größe und 
Eichtung nach dar. 

Wir können auch für zwei parallele 
Kräfte die Konstruktion der Resultante 
leicht aus der zugehörigen Baumfigor ab- 
leiten. Diese Eaumügur besteht aus den Momentenebenen der ge- 
gebenen Kräfte und der resultierenden Kraft, und wir verwenden die 
für die letztere Momentenebene gegebene Baumkonstruktion. Die 
Momentenebenen rj^ , rj^ der beiden gegebenen Kräfte gehen durch die 
parallelen Wirkungslinien a^ , a^ der Kräfte hindurch und schneiden 
die Yertikalebenen, die man jedesmal in der anderen von diesen beiden 
Linien errichtet, in zwei Linien 0^ 




Fig. 23. 



und Og, die wieder zu 



«17 02 



und zueinander parallel sind 
und auch die Verbindungsebene 
von Oj und 02 schneidet die 
Grundebene in einer Linie a, die 
zu a^ und a^ parallel ist. Sind 
Wy 9»' ^^® Neigungswinkel der 
ersten beiden Ebenen tj^ , % ge- 
gen die Grundebene, so werden 
die Abstände der Linien Q^, 02 
von der Grundebene 

Pi^l^ tang 92') 
i?2 = i^ * tang 9?/, 
wobei l den Abstand der Linien a| , a^ bezeichnet. Daraus ergibt 
sich für das Verhältnis, in dem dieser Abstand durch a geteilt 
wird, sofort 

0? : (Z — ic) = tang g}^ : tang g)^, 

indem x den Abstand der Linien a^ und a bedeutet. Nennen wir 
aber B^ , JR^ die Größe der beiden parallelen Kräfte, mit gleichem 
oder entgegengesetztem Vorzeichen genommen, je nachdem die 
Kräfte gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, so wird 

tang (p2 : tang (p^^ = Ug : ü^i 




Fig. 24, 



Resultante zweier Kräfte. 
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und somit 

oj : (l -— a?) = JBjj • -^1 • 

Dies ist das Archimedische Hebelgesetz. Nennen wir 9?' die 
Neigung der resultierenden Momentenebene, so ergibt sich 

X • tang (p' =^ l ' tang q>^\ (l — x) • tang 9?' = Z • tang g>^\ 

und damit 

tang <p' = tang 9/ + tang q>^', 

woraus für die Größe R der resultierenden Kraft 

JB ==• jBj -|- 2?2 

folgt. Man sieht sofort, daß für zwei entgegengesetzt gleiche 
Kräfte, ein „Poinsotsches Kräftepaar", die Bildung der Re- 
sultante versagt, denn fBr jK^ = — i?i wird JB = 0, x= 00. Dann 
ist die resultierende Momentenebene parallel zur Grundebene, und 
der konstante Abstand dieser beiden ^ 
Ebenen gibt das Moment des Kräfte- 
paares an. 

Für den Wert von x ergibt sich 
im allgemeinen Falle die folgende ein- 
fache Konstruktion. Seien Ä^B^ und 
A^B^ die beiden Kräfte, so verbinde ' 
man A^B^ und ^2-^19 durch den 
Schnittpunkt dieser beiden Linien 
ziehe man die Parallele zu den Kräften, 
die A^A^ in Aq treffen möge. Trägt 
man dann die Strecke A^A^^ die » x 
wird, von A^ aus in der entgegenge- 
setzten Richtung ab, so ist der End- 
punkt A der so gewonnenen Strecke der Angriffspunkt der resul- 
tierenden Kraft. Es ergibt sich nämlich: 

Eine Kraft läßt sich immer in zwei Seitenkräfte nach zwei 
beliebig gegebenen, aber verschiedenen Richtungen zerlegen. 
Eine Kraft läßt sich aber auch im allgemeinen in drei Seiten- 
kräfte B^^ R^, B^ zerfallen, deren Wirkungslinien a^^ a^y a^ 
vorgeschrieben sind. Die graphische Lösung dieser Aufgabe ge- 
schieht so, daß man den Schnittpunkt P der Linie a, in der die 
gegebene Kraft B wirkt, mit einer der gegebenen Wirkungslinien, 



B, 




Fig. 25. 
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etwß. a^, sacht, und ihn mit dem Schnittpunkte Q der anderen 
beiden Wirkungslinien ttg, a^ durch eine Gerade s verbindet. Dann 

läßt sich ein Eräfteplan konstru- 
ieren, der aus einem Viereck mit 




Fig. 86. 

den Seiten Bq^ i^^, R^j R^ und einer Diagonale S besteht, so daß 
diese vier Linien der Eeihe nach den Linien a, a^, Oj, a^ und s 
parallel sind und die Kräfte R^^ R^, B^ im Sinne eines Umlaufs 
um das Viereck, der die vierte Seite in dem der Kraft R ent- 
gegengesetzten Sinne durchstreicht, aufeinanderfolgen. Der Be- 
weis beruht darauf, daß man durch die Kräfte R^^ JBg, ifcj, — B 
sowohl am Punkte P wie auch am Punkte Q Gleichgewicht her- 
stellt, derart daß die beidemal in die Linie PQ oder s fallenden 
Kräfte einander entgegengesetzt gleich und durch die Diagonale S 
im Viereck des Kräfteplans dargestellt werden. 

Diese graphische Methode läßt nicht unmittelbar und sicher 
^die Fälle erkennen, in denen sie versagt. Es ist deswegen von 
Nutzen, auch die analytische Lösung zu geben, um so mehr als 
an diesem einfachen Beispiele sich der verschiedenartige Charakter 
der analytischen und synthetischen Betrachtungsweise deutlich 
zeigt und ihre beiderseitigen Vorzüge sich abwägen lassen. 

Wir legen die gegebene Kraft durch die auch oben verwen- 
deten Koordinaten X, T, Z fest und nennen (Xj T^Z^), {X^ Y^Z^)^ 
(Z3 Y^Z^) in analoger Weise die Koordinaten der gesuchten Seiten- 
kräfte. Dann erfordern die Bedingungen des Problems, daß 

Xi -{- X2 -\- X^ = X, 

Fl + Tj + r, = r, 

Zi + z^ + Z^ = z 

wird. Sind nun a^ > ^2 ? ^s ^® Winkel, welche die Wirkuixgslinien 
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der Seitenkräfte mit der positiven a:*-Achse einschließen und 
P11P21PS ^^® Abstände dieser Wirkungslinien vom Koordinaten- 
ursprung, endlich B^, E^^ R^ die Größe der Kräfte, positiv ge- 
nommen, wenn die Kräfte in positivem Sinne um den Koordinaten- 
urspnmg drehen, und negativ im entgegengesetzten Falle, so wird 

X^ = E^ cos a^, ^i = E^ sin cfj, Z^^ B.p^ (» = 1,2,8) 

und die vorigen Gleichungen verwandeln sich in 

E^ cos Ct^ + ^2 ^^^ ^i "I" -^3 ^^^ ^^ ^^ ^"i 

E^ sin ofi + jRg sin cc^ + E^ sin «3 = F, 

^li^i + -^2i^2 + ^si^s == ^• 

In diesen Gleichungen sind jetzt E^^E^^ E^ die einzigen unbekann- 
ten Größen, und wir haben zur Bestimmung der drei unbekann- 
ten drei lineare Gleichungen vor uns. Diese lassen sich nach den 
Unbekannten im allgemeinen auflösen und ergeben sie in eindeu 
tiger Weise. Die einzige zu erfüllende Bedingung ist die, daß, 
wenn man aus den Gleichungen zwei der Unbekannten eliminiert, 
nicht auch von selbst die dritte Unbekannte herausfällt. Elimi- 
niert man z. B. E^^E^j so ergibt sich allgemein eine Gleichung 
von der Gestalt 

^ • Äi = ^11 X + 2^12 r + ^18^- 

Aus dieser Gleichung fällt E^ heraus, und die Auflösung wird 
illusorisch, wenn J = ist. Die in Rede stehende Elimination 
wird wirklich ausgeführt, indem man die Gleichungen der Eeihe 
nach multipliziert mit 

^11 = P2 sin «3 — Pg sin «g, 

^12 = "■ i^2 cos ofj + i>3 cos «21 

^13 = sin «2 cos «3 — cos ofjj sin a^ = sin (a^ — «3) . 

So aber ergibt sich für J = J^^ cos a^ + J^^ sin cc^ + ^nPi ^^^^ 
einer leichten Reduktion der Wert 

2/ = Pi sin (cf2 — «s) + Pi sin («3 — a^) + p^ sin (a^ — «g), 

und dieser Ausdruck darf, damit die Aufgabe lösbar sei, nicht 
verschwinden. Es zeigt sich nun, daß er in folgenden drei Fällen 
gleich ist: 

1. wenn zwei der drei gegebenen Wirkungslinien zusammen- 
fallen, 
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2. wenn alle drei Wirkungslinien parallel sind, 

3. wenn alle drei Wirkungslinien durch einen Punkt, gehen. 
Das erste sieht man sofort ein, denn wenn man z. B. P2 ==p^ ? <^ä == <^3 

macht, so zerstören sich die beiden letzten Glieder des Ausdruckes 
für 2/, und das erste Glied wird 0, weil der Sinus verschwindet. 
Im zweiten Falle wird «^ = a^ = ag, und somit verschwinden alle 
drei Sinus. Im dritten Falle sei P der Punkt, durch den alle drei 
Wirkungslinien hindurchgehen, dann nennen wir p den Abstand 
dieses Punktes P vom Koordinatenursprung Cq, «q den Winkel, 
den die Linie CqP mit der positiven ä;- Achse einschließt, und 
finden 

Pi=^P cos («1 — «o), Pi-=p cos («2 — «o)» Ps=P cos («3 — «o)- 

Setzen wir. noch «^ — cf^ = ^j, «2 ~" ^0 "^ /^2 ? *^3 — '^o ^ ßs^ ^^ ®^' 
gibt sich 

J =p [cosjSi sin(/52— j^j) -f cos/^asindSgl— ß^) + cos ^^ sin (^1—^2)]. 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwindet aber iden- 
tisch, und damit wird auch ^f = 0, w. z. b. w. 

Es läßt sich sehr einfach nachweisen, daß die drei angegebenen 
Fälle auch die einzigen sind, in denen ^ verschwindet. Denn 
schneiden sich zwei von den drei Wirkungslinien, so kann man 
den beliebig bleibenden Koordinatenursprung in den Schnittpunkt 
S legen, also etwa i>2 = 0, jPg — annehmen und «2 — «3 + 0. 
Dann wird aber ^ = ^^ sin (c/^ — «3) und verschwindet nur dann, 
wenn p^ = 0, also auch die dritte Wirkungslinie durch 8 geht. 



Fünftes Kapitel. 

Vereinigung eines allgemeinen ebenen Kräftesystems. 

Nach diesen speziellen Aufgaben wollen wir das allgemeine 
Problem behandeln, für ein beliebiges ebenes Kräffcesystem, von 
welchem die Wirkungslinien der Kräfte, ihre Größe und ihr Sinn 
gegeben sind, die resultierende Kraft zu finden. Eine Lösung dieser 
Aufgabe, die auf der Verwendung des Seilecks beruht, haben wir 
bereits erörtert. Aus dieser Lösung läßt sich ein von Hause aus noch 
näher liegendes Verfahren dadurch ableiten, daß man in dem 
Kräftepolygon, das zu dem Seileck gehört, den Kräftepol in den 
Anfangspunkt Cq des Kräftezuges Cq C^ Og . . . rücken läßt. Dann 



Fachwerke. 



43 




Fig. 27. 



beginnt das Seileck a^agOj . . . mit der Wirkungslinie a^ der ersten 
Kraft, und die Seilkräfte werden der Eeihe nach: die erste Kraft 
selbst, die Besoltante (^ 
2?2 der ersten und zwei- ^^^^i? 
ten Kraft, die Eesul- 
tante B^ der ersten, 
zweiten und dritten 
Kraft usw. Die letzte 
Seilkraft ist die gesuch- 
te Besultaute selbst. 

Dieses Verfahren 
ist das einfachste, das 
existiert. Es leidet aber an dem Mangel, daß unter den Schnitt- 
punkten, die man bei der Zeichnung zu bestimmen hat, leicht einige 
über den Band des Zeichenblattes hinaus, ja bis in unendliche Ent- 
fernung fallen. Z. B. versagt es völlig in dem praktisch außerordent- 
lich wichtigen Falle, wo alle die gegebenen Kräfte parallel sind. 
Deswegen ist die Aufgabe vielmehr so zu stellen, daß ein möglichst 
allgemeines, wenn auch viel umständlicheres Verfahren gefunden 
werden soll, welches in allen Fällen anwendbar bleibt. 

Zu einem solchen Verfahren führt der Begriff des Fach werk es. 
Dieses ist für uns eine geometrische Figur, die nur unter gewissen 
Umständen auch eine ma- 
terielle Bedeutung ge- 
winnt. Wir beschränken 
uns vorerst auf eine be- 
sondere Art von Fach- 
werken, welche direkt aus 
der Forderung hervor- * 
gehen, eine Anzahl Punkte 
in der Ebene derart mit- 
einander zu verbinden, 
daß ohne Änderung der 
gezogenen Verbindungs- 
strecken keine Änderung 
in den gegenseitigen Ent- 
fernungen der Punkte, also in Gestalt und Größe der von ihnen 
gebildeten geometrischen Figur möglich ist. Dies erreichen wir 
auf folgende Weise: Wir bezeichnen die gegebenen Punkte, deren 
Zahl n -f 2 sei, in irgendeiner Eeihenfolge durch die Ziffern 
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1 bis w + 2. Dann verbinden wir die Punkte 1, 2, 3 miteinander, 
den Punkt 4 mit zweien der drei Punkte 1, 2, 3, den Punkt 5 
mit zweien der vier Punkte 1, 2, 3, 4 usw., allgemein jeden 
Punkt mit irgend zweien der voraufgehenden Punkte. So entsteht 
eine Figur, bei der in der Tat die Eckpunkte oder Knotenpunkte 
gegeneinander nicht verschoben werden können, ohne die Länge 
wenigstens einer der gezogenen Yerbindungsstrecken zu ändern. 

Die Bezeichnung Fachwerk rührt daher, daß die gezeichnete 
Figur sich aus einzelnen Vielecken, den Fächern, zusammensetzen 
läßt, die nebeneinander liegen oder auch einander teilweise 
überdecken können. Sei die Zeichnung bis zu einem Punkte (i 
vorgedrungen, dann entsteht aus der Hinzufögung des Punktes 
ft + 1 ein Fach in der Weise, daß man zu den beiden Strecken, 
die von diesem Punkte ausgehen, einen Streckenzug aus der 
Figur der ersten (jl Punkte hinzunimmt, der die beiden anderen 
Endpunkte jener zwei Strecken miteinander verbindet. Die 
Fächer, aus denen sich die Figur zusammensetzt, sind also im 
allgemeinen durch die gezogenen Verbindungsstrecken keineswegs 
eindeutig bestimmt, wohl aber ist ihre Anzahl auf die angegebene 
Art festgelegt, indem das erste Fach das von den drei Knoten- 
punkten 123 gebildete Dreieck ist und mit jedem neuen Knoten- 
punkt ein Fach hinzukommt. Die Anzahl der Fächer ist demnach 
um 2 kleiner als die Zahl der Knotenpunkte, also gleich n. 

Obwohl die folgenden Erörterungen auch auf dies allgemeine 
„Zweistabfachwerk" bezogen werden können, gewinnen sie doch 
an Anschaulichkeit, wenn wir uns auf eine besondere Art von 
solchen Fachwerken beschränken. Wir wollen nämlich die Forde- 
rung aufstellen, daß allgemein in der durch die fi ersten Knoten- 
punkte gebildeten Figur die beiden Knotenpunkte, mit welchen 
der (fi -f- 1)*® Knotenpunkt verbunden wird, durch eine der bereits 
gezogenen Verbindungsstrecken (einen Stab des Fach Werkes) ver- 
bunden sein sollen. Dann bildet diese Verbindungsstrecke mit den 
hinzukommenden beiden Verbindungsstrecken zusammen ein drei- 
eckiges Fach der Fachwerkfigur, und von dieser Art sind alle 
Fächer der Figur. Wir sprechen daher von einem Dreiecks- 
fachwerk. 

Wollen wir noch die weitere Forderung hinzufugen, daß in 
dem Fachwerk keine Übereinanderlagerung einzelner Fächer vor- 
kommen soll, so müssen wir den hinzukommenden (fi + 1)*®^ 
Knotenpunkt mit zwei Knotenpunkten auf dem äußeren Umriß der 
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von den fi ersten Knotenpunkten gebildeten Figur verbinden, und 
der hinzukommende Knotenpunkt darf nicht innerhalb dieses 
Umrisses enthalten sein. Der Stab, mit dessen Endpunkten er 
verbunden wird, tritt dann notwendigerweise in das Innere der 
neu entstehenden Figur und kann in keinem der weiter hinzu- 
kommenden Fächer enthalten sein. Die Stäbe, die den Band 
der schließlich entstehenden Figur bilden, gehören somit nur zu 
einem einzigen Fache. Sie sollen die Randstäbe heißen. Alle 
anderen, im Innern der entstehenden Figur gelegenen Stäbe ge- 
hören dagegen zu zwei, aber auch nicht zu mehr Fächern. Sie 
sollen als die inneren oder Diagonalstäbe des Fachwerkes be- 
zeichnet werden. Alle Knotenpunkte des Fachwerkes gehören 
seinem Rande an, denn bei dem Hinzutreten des {fi -{- l)*®^ Knoten- 
punktes zu den (i ersten rückt kein Knotenpunkt in das Innere 
der neu entstehenden Figur. Es bleiben also überhaupt alle Knoten- 
punkte auf dem Rande, und die Diagonalstäbe verbinden immer 
zwei Randpunkte miteinander, wodurch ihr Name gerechtfertigt 
wird. 

Bei den jetzt folgenden Betrachtungen genügt es, an die zu- 
letzt beschriebenen Fachwerke zu denken, doch lassen sie sich auch 
auf die anderen Arten anwenden. Wir wollen die Knotenpunkte 
des Fachwerkes als die bestimmt gegebenen Angriffspunkte ge- 
wisser Kräfte ansehen. Wir denken uns ferner jeden Stab 
des Fachwerkes als Träger zweier „inneren" Kräfte, die 
in seine Richtung fallen, in seinen Endpunkten an- 
greifen und einander entgegengesetzt gleich sind. Wir 
nehmen endlich an, von den „äußeren" Kräften, die in den Knoten- 
punkten angreifen, seien alle bis auf die Kräfte in den zwei ersten 
Knotenpunkten und von der Kraft im zweiten Knotenpunkte auch 
noch die Richtung willkürlich gegeben. Wir wollen dann zeigen, 
daß sich die fehlenden Kräfte und die inneren Kräfte so bestimmen 
lassen, daß die an jedem einzelnen Knotenpunkte ins- 
gesamt angreifenden Kräfte sich das Gleichgewicht 
halten. 

Durch den letzten Knotenpunkt gehen nur zwei Stäbe; die dort 
angreifende äußere Kraft läßt sich sonach in zwei Komponenten 
zerlegen, die in diese Stäbe fallen, oder es läßt sich ihr das Gleich- 
gewicht halten durch zwei (den Komponenten entgegengesetzt 
gleiche) Kräfte, die in die beiden Stäbe fallen. Diese letzteren 
müssen die inneren Kräfte sein, die in den beiden letzten Stäben 
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wirken und am letzten Knotenpunkte angreifen, und die Kompo- 
nenten der letzten äußeren Kraft liefern selbst die inneren Kräfte 
in den beiden letzten Stäben, so wie sie an deren anderen End- 
punkten angreifen. Lassen wir dann die im Gleichgewicht befind- 
lichen Kräfte am letzten Knotenpunkte weg und vereinigen die 
äußere Kraft in jedem der beiden Knotenpunkte, die mit dem letzten 
Knotenpunkt verbunden waren, mit der in diesem Punkte angreifen- 
den und nach dem letzten Knotenpunkte hin gerichteten inneren 
Kraft, die wir bereits bestimmt haben, ztf einer resultierenden 
Kraft, so haben wir eine genau ebensolche Fachwerkfigur vor 
uns wie vorher, nur hat sich die Zahl der Knotenpunkte und der 
Fächer um 1 vermindert. Wir können also ebenso vorgehen wie 
vorher, und die inneren Kräfte in den zwei Stäben, die jetzt durch 

den vorletzten Knotenpunkt des ursprüng- 
lichen Fachwerks gehen, bestimmen. So 
können wir fortfahren, bis nur noch das 
erste Fach übrig ist. Wir haben dann ein 
Dreieck vor uns, an dessen einem Endpunkte 
eine gegebene Kraft angreift, also ein Hänge- 
werk allereinfachster Art. Wir suchen die 
Kräfte in den durch den Angriffspunkt der 
gegebenen Kraft gehenden Dreiecksseiten, 
die der gegebenen Kraft das Gleichgewicht 
halten, und bringen in den beiden übrigen 
Ecken, d. h. den ersten beiden Knotenpunk- 
ten des Fachwerks, die den gefundenen 
Kräften entgegengesetzt gleichen an. Im 
Punkte 2 nehmen wir noch eine 
Eichtung beliebig, nur von der 
der Linie 2 1 verschieden, an und 
bestimmen zwei Kräfte, die eine 
in der angenommenen Eichtung, 
die andere in den Stab 21 fal- 
lend, die der äußeren Kraft und 
der im Stab 2 3 bestimmten inne- 
ren Kraft im Punkte 2 das Gleich- 
gewicht halten. Zu der so im Stabe 
2 1 gefundenen Kraft nehmen wir 
im Punkte 1 angreifend die entgegengesetzt gleiche Kraft und 
suchen darauf zu dieser und der im Punkte 1 angreifenden und in 
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den Stab 1 3 fallenden Kraft die diesen beiden das Gleichgewicht 
haltende Kraft. Dann halten die nunmehr in allen Ecken 
des Fachwerks angreifenden äußeren, d. h. nicht in die 
Stäbe fallenden Kräfte einander das Gleichgewicht. 

Dies ist leicht daraus zu sehen, daß für die zwei in einen Stab, 
fallenden, entgegengesetzt gleichen Ej*äfte die von uns benutzten 
Kraftkoordinaten von der Form sind 

Da nun an jedem einzelnen Knotenpunkte Gleichgewicht be- 
steht, so ergeben sich, wenn z. B. der Knotenpunkt i mit den 
Knotenpunkten j^ Jc^ l, ,., durch Stäbe verbunden ist und X^, Y^ 
Z^ die Koordinaten der in ihm angreifenden äußeren Kraft sind, 
Gleichungen von folgender Form: 

X, + X„ + X,^ + X„ + 0, 

Z(+Z,j+ z,,+ z,,+ ... = o. 

Addiert man nun die entsprechenden Gleichungen aller so ent- 
stehenden Gleichungssysteme zueinander, so heben sich ia den 
Summen die von den inneren Kräften herrührenden Koordinaten 
infolge der vorangehenden Beziehungen, da sie zu Paaren ent- 
gegengesetzt gleicher Kräfte auftreten, paarweise fort, und es 
bleiben übrig die Gleichungen 

wobei sich dieSummation über alle Knotenpunkte zu erstrecken hat. 

Auf diese Weise erkennen wir die Richtigkeit folgenden Satzes : 
Ein jedes Kräftesystem läßt sich ins Gleichgewicht 
bringen durch zwei in gegebenen Punkten angreifende 
Kräfte, von denen die eine außerdem eine beliebig gege- 
bene Richtung hat, die nur nicht in die Verbindungslinie 
der beiden Angriffspunkte fallen darf. Die beidenKräfte 
sind auf diese Weise vollständig und eindeutig bestimmt. 

Nach der im vorigen Kapitel behandelten speziellen Auf- 
gabe läßt sich aber im allgemeinen eine einzige Kraft finden, 
welche den beiden gefundenen Kräften das Gleichgewicht hält, und 
zwar nach verschiedenen Methoden, je nachdem die Wirkungs- 
linien der beiden Kräfte sich schneiden oder parallel sind. Aus- 
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geschlossen ist hierbei allein der Fall, wo die beiden Kräfte bei 
entgegengesetzten Richtungen gleiche Größe haben. Dann ist eine 
Reduktion der beiden Ktäfte auf eine einzige unmöglich. In allen 
anderen Fällen liefert die gefundene Einzelkraft die gesuchte Re- 
sultante des Kräftesjstems. 

Die dargestellte allgemeine Methode zur Auffindung der Re- 
sultante eines ebenen Kräftesystems, welche auch dann zum Ziele 
fährt, wenn das Kräftesystem nicht durch eine Einzelkraft, son- 
dern nui* durch ein Kräftepaar ersetzt werden kann, läßt sich nun 
auf verschiedene Art spezialisieren und liefert dann die gebräuch- 
lichen Methoden der Kräftevereinigung. 

Zunächst kann man ein spezielles Dreiecksfachwerk betrachten, 
dessen sämtliche Dreiecke eine Seite gemein haben. Dann ist ein 
von dem vorigen etwas abweichendes Verfahren natürlicher. Man 
kann nämlich die Endpunkte j9f , j^ der gemeinsamen Seite als die 
Punkte ansehen, in denen die zu bestimmenden Kräfte angreifen 
sollen, also die gegebenen Kräfte in den übrigen Knotenpunkten 

-4j, -4^, . . . -ä^, durch die 
nur zwei Stäbe gehen, an- 
nehmen. Wir wollen da- 
bei auch die Forderung, 
daß von einer der beiden 
zu bestimmenden Kräfte 
die Richtung gegeben sein 
soll, ersetzen durch die 
Forderung, daß die in 
den allen Fächern gemein- 
samen Stab MN fallen- 
den Kräfte verschwinden. 
Dann erhalten wir sofort folgende einfache Lösung: Man zer- 
lege die in den Punkten -äj, A^^ ,.. angreifenden 
Kräfte P^^F^^.,, jedesmal in zwei Komponenten, die 
in die Verbindungslinien des betr. Punktes mit den 
Punkten M^ j^ fallen. Diese Komponenten verlege man 
alle an die Punkte M und j^ und suche darauf zu 
den sämtlichen am Punkte M und allen am Punkte N 
angreifenden Kräften nach der Polygonregel je eine 
sie ins Gleichgewicht bringende Kraft. Die beiden 
so resultierenden Kräfte stellen die Lösung der Auf- 
gabe dar. Die Kraft, welche die zwei gefundenen Kräfte ins 




Fig. 30. 



Eddysches Verfahren. 



49 



Gleichgewicht setzt, ist die resultierende Kraft R des gegebenen 
Systems. 

Aus dem behandelten allgemeinen Verfahren unmittelbar ab- 
leitbar ist folgendes. Man nehme zu den AngriflPspunkten der ge- 
gebenen Kräfte -4i, -4^, ... Ä^ noch einen weiteren Punkt -ä^+i 
hinzu und verbinde alle diese Punkte durch einen Streckenzug. 
Außerdem ziehe man von einem beliebig weiter angenommenen 
Punkte S nach ihnen hin die Verbindungsstrecken. So entsteht 

S 




Fig. 81. 

ein besonderes Dreiecksfachwerk, in dem die an -^^^.i und 8 an- 
greifenden Kräfte zu bestimmen sind. Von der ersteren sei die 
Richtung g irgendwie gegeben. Die Bestimmung der zwei ge- 
suchten Kräfte kann dann durch einen einfachen Kräfteplan ge- 
schehen, der eine gewisse Verwandtschaft mit dem Kräfteplan des 
Seüecks zeigt. 

Man lege die in A^^ Ä^, , , , Ä^ angreifenden Kräfte P^, P^, 
... P^ in dieser Reihenfolge zu einem Streckenzuge OqC^C^ ... C^ 
aneinander und ziehe durch 0^^ 0^, , . . C^ die Parallelen zu den 
Strecken Ä^Ä^y Ä^Ä^, ... Ä^Ä^^^, Auf diesen Parallelen be- 
stinmie man die Punkte D^, l)^, . . . 2)„ derart, daß die Strecken 
des Streckenzuges CqD^D^ •••^n ^®^ Strecken, die S mit Ä^^ 
A^y ,,. Ä^ verbinden, parallel werden. Dann geben C/iD^, CjDj, 
... C^B^ die in den Stäben Ä^A2, A^Ä^^ ... Ä^Ä^^^ wirkenden 
Kräfte an, CqD^, JD^D^, ... B^^^D^ die Kräfte in den Stäben 
SÄ^y SA^j . . . SA^. Femer konstruiere man einen Punkt jD^+i, 
indem man durch C^ die Parallele zu der für den Punkt A. 

Timerding, Kr&ftepl&nc. 4 
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gegebenen Kraftrichtung g und durch 2)^ die Parallele zu der 
Strecke 8A^^^ zieht. O^D^^^ gibt dann die in -ä^^i angreifende 
äußere Kraft der Größe und Eichtung nach an. Verbindet man 
Cq mit I^n-^it ^^ ^^^ ^^®s ^^® Resultierende aller in S angreifenden 
inneren Kräfte. Fällt im besonderen C^ mit Cq zusammen, so 
wird die Resultierende der in S angreifenden Kräfte entgegen- 
gesetzt gleich der in -4^^^ wirkenden äußeren Kraft. Man findet 
also ein Kräftepaar, das dem gegebenen Kräftesystem das Gleich- 
gewicht hält, und wenn man die Richtungen der Kräfte dieses 
Paares umkehrt, ein Kräftepaar, das die Resultante des vorgelegten 
Kjäftesystems bildet. Fällt dagegen C^ nicht mit Cq zusammen, 
so ziehe man durch /S eine Parallele zu OqD^^i, durch -4^^^ die 
Parallele g zu (7^2)^^^, dann ist der Schnittpunkt A dieser beiden 
Linien der Punkt, in dem man die resultierende Kraft, deren 
Größe und Richtung durch CqC^ gegeben wird, angreifen lassen 
kann. 

Dieses Verfahren, das von Eddy herrührt, läßt sich noch da- 
durch verallgemeinern, daß man zu Anfang in dem Punkte A^ 
eine Hilfskraft H hinzufügt, die im Kräfteplan durch eine Strecke 
CqDq der Größe und Richtung nach dargestellt wird. Dann bleibt 
alles ungeändert, nur geht der zweite Streckenzug im Kräfteplan 
nicht mehr von Cq, sondern von Dq aus. Im Lageplan gehen 
dann durch A^ und A^_^^ zwei gegebene Linien h und^^, welche 
die Richtungen der Hilfskraft in A^ und der in -4^ + i zu bestim- 
menden Kraft angeben. Um die eingeführte Hilfskraft H nach- 
träglich wieder aufzuheben, ist sie noch einmal als eine Strecke 
^n^n + i ^^^ Größe und Richtung nach abzutragen. Darauf hat 
man in dem Schnittpunkt U von h und g eine Kraft, die der Größe 
und Richtung nach durch die Strecke I^n+i^n-{-i g^gehen wird, 
angreifen zu lassen und in S die Kraft DqD^^^. Die Resultante 
dieser beiden Kräfte ist auch die Resultante des vorgelegten Kräfte- 
systems 

Aus diesem etwas verallgemeinerten Verfahren ist das Seil- 
eckverfahren leicht als ein ganz besonderer Fall herzuleiten. In 
diesem Falle werden die Angriffspunkte der Kräfte auf den ge- 
gebenen Wirkungslinien, d. h. der Streckenzug A^A^A^ . . . 
^n-^«+i ^^ bestimmt, daß im Kräfteplan der Streckenzug 2)o2)i...2>„ 
zu einem Punkte zusammenschrumpft, d. h. die Figur des Lage- 
plans, die im allgemeinen Falle als gegeben angesehen wird, wird 
hier mit Hilfe des Kräfteplans so festgelegt, daß die in die Strecken 
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SÄj^^ . . . SÄj^ fallenden Kräfte verschwinden. Es liegt dann nahe, 
auch am Punkte -4^+i die Richtung der zu bestimmenden Kraft 
nicht vorzuschreiben, sondern dies durch die Forderung zu ersetzen, 
daß auch die in die Strecke Ä^^^^S fallende Seitenkraffc verschwin- 
den soll. Dann wird die Kraft im Punkte Ä^^^ direkt gleich der 
im Punkte A^ angreifenden und in dem Stabe Ä^Ä^^^^ wirkenden 
Kraft, und auch der Punkt B^+t ^U* ^8»^^ ^- ^^^ ^ese Weise 
werden in der Figur des Lageplans die Punkte S und Ä^^^ über- 
flüssig, und das Fach werk reduziert sich auf das Seileck, da mit 
S auch alle von S ausgehenden Strecken in Wegfall kommen und 
die in S vorher gefundene resultierende Kraft verschwindet. Als 
die einzigen resultierenden Kräfte ergeben sich die Kitlfte in der 
ersten und letzten Seileckseite, von denen die erstere völlig will- 
kürlich bleibt und der Größe und Richtung nach durch die Strecke 
OCq bestimmt wird. Die Kraft, welche diese beiden Seilkräfte 
ins Gleichgewicht bringt, ist die gesuchte Resultante des Kräfte- 
systems und kann im Schnittpunkte der ersten und letzten 
Seileckseite angebracht werden, wie wir früher bereits (S. 19) 
gefunden haben. 

Die Vereinfachung, daß man am Punkte Ä^^^ nicht die Rich- 
tung der zu bestimmenden Kraft vorschreibt, sondern fordert, daß 
die in den Stab Ä^^^S fallenden inneren Kräfte verschwinden 
sollen, läßt sich auch auf das Eddy sehe Verfahren selbst anwen- 
den, wenn man die Richtung der Strecke Ä^A^^^ nicht als ge- 
geben, sondern als zu bestimmen ansieht. Dann fällt im Kräfte- 
plan Dn-^-i ™^* -^n zusammen. Die Richtung von A^A^^^ ist die 
Richtung von C^J)^. Man hat also durch A^ in dieser Richtung, 
durch S in der Richtung von C^B^ die Geraden zu ziehen, deren 
Schnittpunkt Ä' den gesuchten Angriffspunkt der (ihrer Größe 
und Richtung nach durch CqC^ gegebenen) Resultante liefert. 

Das Eddy sehe Verfahren ist angebracht, wenn die Angriffs- 
punkte der vorgelegten Kräfte bestimmte Lage haben. Sind sie 
aber in der Wirkungslinie der Kraft beliebig verschiebbar, so liegt 
es nahe, sie so zu verschieben, daß sie alle in eine gerade Linie 
fallen. So gelangt man zu dem allgemeinen Problem des Gleich- 
gewichtes am Hebel, d. h. des Gleichgewichtes zwischen beliebigen, 
an Punkten einer geradlinigen Stange angreifenden Kräften. Sind 
-4i, -4.2? • • • -^n wieder die Angriffspunkte der Kräfte, die jetzt in 
einer Geraden g liegen, so hat man diese mit einem beliebig außer- 
halb g gewählten Pimkte 8 durch Strahlen 5^ , ^g , . . . 5^ zu ver- 

4* 
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binden, um dann die Eesultante zu bestimmen^ stellt man die 
Kräfte Pj, Pg, . . . wieder durch die Stücke eines Streckenzuges 
C^Cq ... C^ dar, dessen Abscblußlinie Oq (7„ die Resultante der 

c, Größe und Richtung nach liefert, 
zieht, da A^A^^ A^A^ usw. alle 
die Richtung von g haben, durch 
Cj, O2, ... C^ die Parallelen zu 
g und schneidet diese durch Par- 
allelen zu 5^ , ^2 , . . . 5^ derart, daß 
der neue Streckenzug CoD^ . . . D^ 
entsteht, dessen Stücke den Strah- 
len durch 8 parallel sind. Die Par- 
allele durch 8 zu C^B^ schneidet 
dann aus g den gesuchten Angriffs- 
punkt A der resultierenden Kraft 
aus. Dieses Verfahren rührt von 
Hollender her. 
Für parallele Kräfte können wir ihm, wenn wir die Punkte 
Oq und 8 zusammenfallen lassen, folgende besonders einfache Form 
geben: Man trage die parallelen Kräfte von der letzten anfangend 
auf einem Strahle c, der von einem beliebigen Punkte C^ der Ge- 
raden g aus in der Richtung der Kräfte gezogen ist, hintereinander 

c, ab als die Strecken C^C„_i, ... 
CjCj, C^Cq. Von dem Punkte Oq 
läßt man dann einen Streckenzug 
CqD^D^ . . . Dn ausgehen, dessen 
einzelne Punkte auf den Parallelen 
durch Cj, (^2, . . . (7^ zu ^ liegen 
und dessen Strecken der Reihe nach 
den Strahlen GqA^, CqA^, , . . CqA^ 
parallel sind. Der Endpunkt D^ 
■^ dieses Streckenzuges fällt auf g 
und ist der gesuchte Angriffspunkt 
der resultierenden Kraft, deren 
Größe durch die Strecke CqC^ ge- 
geben wird. 

Diese Methode ist, wie man sieht, an sich ebenso 
einfach wie das Seileckverfahren, doch dürfte sie die^ 
sem in den weiteren Anwendungen an Brauchbarkeit 
kaum ebenbürtig sein. 




Fig. 33. 
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Sechstes Kapitel. 

Dreiecksfachwerke mit durchlaufendem Diagonalzuge. 

Seiner großen praktischen Wichtigkeit wegen wollen wir zu- 
nächst noch ein spezielles Fachwerk betrachten, nämlich ein Drei- 
ecksfachwerk, bei dem jedes Dreieck an eine Seite des vorher- 
gehenden Dreiecks derart angefügt ist, daß die Diagonalstäbe 
einen fortlaufenden Streckenzug bilden und alle Fächer nebenein- 
ander liegen, so daß keine Überdeckungen vorkommen. Im ersten 
und letzten Fach finden sich dann zwei Eiiotenpunkte Ä und B^ 
durch die nur je zwei Stäbe des Fachwerkes gehen, und von denen 
wir annehmen, daß sie links und rechts das Fachwerk begrenzen. 




Von der Berandung des Fachwerkes nennen wir das obere zwischen 
Ä und B liegende Stück die obere Gurtung, das übrig blei- 
bende untere Stück die untere Gurtung. Der Zug der Dia- 
gonalstäbe nimmt dann seinen Anfang von dem ziHJ^n End- 
punkte Ä^ eines der beiden von Ä ausgehenden Stäbe und endet 




Fig. 85. 



in dem zweiten Endpunkte Ä^ eines der durch B gehenden 
Stäbe. Dem Diagonalzug folgend sei die Reihe der Knotenpunkte 
A^A^Ä^.,..Ä^, Dann hat das i*® Fach die Eckpunkte A^^^A^A^^^, 
insbesondere das erste Fach die Eckpunkte AA^A^y das letzte, 



n 



te 



Fach die Eckpunkte A^^^A^^B. Um sofort ein Beispiel 
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von einem solchen Fach werke zu geben, ist in Fig. 35 ein ein- 
facher Polo nceauträger gezeichnet und in Fig. 36 dessen Kräfte- 
plan konstruiert. Die Kräfte dieses Kräfteplans gehören jedesmal zu 

den gleich bezeichneten 
^ X >^^\. ^ Stäben des Fachwerkes. 

Das Dach ist unter einer 
gleichförmig verteilten 
Last gedacht, auf die 
Knotenpunkte Ä^^ Ä^, 
iP Ä^ entfilllt also die glei- 
che Vertikalkraft P. In 
den Auflagerpunkten 
Ä^ B wirken die Beak- 
tionskräfte vertikal nach 
aufwärts; da sie infolge 
der Symmetrie der Figur 
gleich sind und die al- 
gebraische Summe aller Kräfte verschwinden muß, ergeben sie sich 
beide gleich |-P. Will man den Kräfteplan als eine zusammen- 
hängende Fläche auffassen, so hat man sich hier eine eigentüm- 
lich gefaltete und zusanmiengelegte Fläche vorzustellen. 

Ähnlich ist es bei der folgenden Figur 37. Hier ist das Fach- 
werk als die linke Hälfte eines in seiner oberen Gurtung gleich- 
förmig 1)||f|^teten Parallelträgers anzusehen. Die Spannung U^ 

in dem ersten Stabe 
der unteren Gur- 
tung wird 0, weil 
sonst an dem Stütz- 
punkt A nur verti- 
kale Kräfte wirken. 
Dieser Stützpunkt 
trägt die halbe Last 
^ des ganzen Fach- 
werkes, also ist der 
in den Stab AA^ als Druckspannung übertragene Auflagedruck 
gleich -^P. Danach nimmt der Bjräfteplan für diese Fachwerk- 
hälfte die darunter in Fig. 38 gezeichnete Form an. Den 
Fächern des Fachwerkes y^, ^2? • • • 7% ^^^ ^^® Punkte Cj, 
C2, . . . Cß im Kräfteplan, die einen zickzackförmigen Linienzug 
bestimmen, zugeordnet, indem die Spannungskräfte in den Rändern 
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eines Faches in dem Kräfteplan durch den diesem Fache zu- 
geordneten Punkt gehen. 




Wir wollen nun das Problem für diese Art von Pachwerken 
ganz allgemein formulieren und lösen. 

In den Punkten Ä^, A^, . , , Ä^ mögen beliebig gegebene 

äußere Kräfte P^, P2y - - - -^n angreifön? iii <ien Punkten -4, B 
seien dann zwei Kräfte angebracht, Pq und P^^i, von denen P„ ^ ^ 
eine gegebene Richtung hat und die derart bestimmt sind, daß 
sie den übrigen Kräften das Gleichgewicht halten. Die Bestim- 
mung dieser beiden Reaktionskräfte denken wir uns durch eine 
Raumkonstruktion ausgeführt, indem wir mit X., Y^, Z. die Ko- 
ordinaten der Kraft P^ (* = 1, 2, . . . w) bezeichnen und die Strecken, 
deren Komponenten nach den räumlichen Koordinatenachsen diese 
Kraftkoordinaten sind, vom Koordinatenursprung ausgehend zu 
einem Streckenzuge aneinander legen; der Endpunkt dieses 
Streckenzuges habe die Koordinaten X»+i, ?)n+i» 3n+i- Es ist dann 

Wenn nun Xq^ y^ die Koordinaten von -4, X^, Y^ die Kompo- 
nenten der zu bestimmenden Kraft Pq, die in A angreift, ferner a?„^i, 
2^«+! ^^® Koordinaten von B^ und X^^^, ^„^.1 die Komponenten 
der Kraft P„^i, die in B angreift, sind, wenn wir endlich durch 
den Winkel a, den sie mit der ä;- Achse bildet, die gegebene Rich- 
tung dieser letzteren Kraft festlegen, so wird 

X^j^j = 22 cos a, F„ ^ 1 = i? sin a, 
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wobei B die unbekannte Größe der Eräft bezeichnet, und femer ist 

^« + i = -Ä(^«+iSina — y„ + iCOS«) 

zu setzen. Die Bedingungen des Gleichgewichts erfordern aber 

und somit ergibt sich durch Einsetzen dieser Werte von Xq, Fq, Zq 
und der voranstehenden Werte von X^^i, ^«+i> -^n+i ^^ ^^® 
Gleichung f ür Zq fdr 12 die Gleichung: 

aus dieser folgt, wenn nicht 

(^0 — ^n+i)-(^o — ^«+i)=:C0Sa:sina, 

d. h. wenn, wie wir es annehmen wollen, die gegebene Richtung 
von der der Linie AB verschieden ist, B in eindeutiger Weise, 
und damit sind die zwei Kräfte (X^^^ r^^jZ^^j), (XqFqZq), 
welche den windschiefen Streckenzug der Kräfte zu einem ge- 
schlossenen windschiefen Polygon machen, gefunden. 

Wir wollen jetzt die Reihenfolge der Kräfte in diesem wind- 
schiefen Polygon ändern, indem wir sie in der Reihenfolge eines 
Umlaufes um den Rand des Fachwerkes nehmen. Dies bedeutet 
für die Indices ihrer Koordinaten die Reihenfolge 

1, 3, 5, ... n — 1, n + Ij ny n — 2, , . . 2, 0, 

wenn n gerade, und 

1, 3, 5, ... w — 2, w, n + 1, w — 1, ... 2, 0, 

wenn n ungerade ist. So entsteht ein neues windschiefes Polygon, 
dessen Ecken in der nun gewählten Reihenfolge die Koordinaten 

(Xi Si 8i)» Ä? 82» Si)i • • • (3^«+8» ?)»+2? Sn+s) 
haben mögen. Es wird dann 

^1 == ^1 > Si = ^n 3i = ^1 

362 = Zi + Zg, ?)2 = 5^1 + ^8» 82 == -^1 + ^3? 
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Wir führen nun auch die Koordinaten der inneren Kräfte ein, 
die in dem Streckenzuge der Diagonalstäbe 1 2 3 ... (n + 1) 
wirken und an den Knotenpunkten der Gurtung 0, 2, 4 . .., n+ 1 an- 
greifen: 

(^101 ^10» -^lo)» (^12? ^12» -^12)» (^82? -^32 7 ^S2) ^^^' 

und setzen: 

3^8 = ^10 + ^12? ^2' ^ ^10 + ^12» 82 = ^10 + ^127 

8 "^ -^10 + -^12 + ^82» 

Die inneren Kräfte in den noch fehlenden Bandstäben be- 
stimmen wir aus den Bedingungen des Gleichgewichtes an den 
einzelnen Knotenpunkten. Wir finden so z. B. 

-^18 "^ ^31 "^ -^1 + ^01 "1" ^21 "^ *i — 3c 2 , 
und analog 

?)i8 -%- 2)2', 3i8 = 3i - 3V 

Ebenso wird 

^85 ^^•^8 1 -^18 ~r -^28 "1" ^43 ^^ *2 — * ^ 

und analog 

?)85 = ?)2 "^ ?) 4J 386 = 82 ■" 34» 



4) 



allgemein ist 
(4) 



Ferner wird 



-^2/-l,2» + l ""■ *< *2»» 

•^2»-l,2i + l "^Vi^ mi-i 

^2»-l,2» + l "^ 3< 32< • 

^20 = "" ^0 ~" ^10 ^ ^n + 2 "" 3£i', 



^20 •"" t)n + 2 "" ?)l » ^20 ~ 3« + 2 "" 3l > 
^42 == 3E„^i — X3 , r^g = ?)„ + ! — ?)3', ^42 == 3« + l 

allgemein 

^2< + 2,2< ^n + 2-< *2» + l' 
W ^2< + 2,2<=^ ?)n + 2-<"~ ?)2'< + n 

'^2< + 2,2i "^ 3|i + 2-» ~~ 32i + l- 



38 ? 
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Damit ist die Bestimmung der inneren Kräfte vollendet, und diese 
ergeben sich in der geometrischen Deutung als die geradlinigen Yer- 
bindungsstrecken einer Baumfigur, die durch die Punkte @^q, (S^, 

®2? • • • ®« +2 ^^^ ®i'i ^2» • • • ®« +1 gebildet wird, wobei ©^ der Koordi- 
natenursprung ist und ®j. die Koordinaten X^, ^^., 3,? ®/ die Ko- 
ordinaten X/, D/, 3/ bekommt. Die Strecken des Streckenzuges 
^0^1^'** ^efem uns die äußeren Kräfte, die Strecken des 
Streckenzuges (S'q (S^i (E^' . .. die inneren Kräfte in den Diagonalen. 
Außerdem ist allgemein Eg^ mit ®^, ^u+t ^^^ ®»+2-< verbunden. 
Die Projektion dieser Figur auf die Grundebene Hefert den ebenen 
Kräfteplan, in welchem die sämtlichen in dem Fachwerk wirkenden 
Kräfte der Größe und Richtimg nach dargestellt sind. 

Wir haben nun nachzuweisen, daß die reziproke Figur des 
räumlichen Kräfteplans durch ihre Projektion auf die Grundebene 
das Fachwerk selbst mitsamt den Wirkungslinien der äußeren 
Kräfte liefert. Um diesen Nachweis möglichst einfach und an- 
schaulich zu geben, betrachten wir zunächst die Nullebenen der 
Punkte Sj , S, , (S^\ S),', (£/ und zeigen, daß sie alle fünf durch 
einen Punkt Äg über A^ gehen. Ihre Gleichungen lauten: 

82 — ^ = ?)2 ^-3^ y» 

82—^ = %' ^ — ^2 y^ 
83' - ^ = ?)3' ^ — ^z y^ 

Es wird nun 

-^82 "^ ^32 ^3 -^32 % > "^84 "^ -^34 ^3 ^34 ^3 > 

wenn iCg, 2/3 <^e Koordinaten von A^ sind, weil dieser Punkt auf 
den Wirkungslinien der inneren Kräfte in den Stäben 23 und 34 
liegt, daher werden für x = oc^, y = y^^ infolge der Bedeutung 
der Größen X2', ^^^ 2\ ^tc, die letzten beiden der vorstehenden 
fünf Gleichungen mit der dritten identisch. Sie liefern also alle 
drei denselben Wert 

^3 = {z,, + z,,) - (r,o + ^12) ^8 + (^01 + ^21) 2/3- 

Da aber weiter die Gleichung 

Z^ = y^ oc^ -Xg 2/3 
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besteht, wird die zweite der fünf Gleichungen für x == x^^ ^ = ^3 
mit der ersten identisch, und diese liefert für diese Werte von x, y 

h = ^1 — ^1 ^3 + ^1 ^3- 
Addiert man hierzu die ebenfalls erfüllte Gleichung 

= Z31 — Tgi x^ + X31 2/3? 
so ergibt sich 

und somit wird ^3 = z^^ denn infolge des Gleichgewichtes am 
Punkte A^ ist 

(X, + Z3,) = (Xjo + X,,) etc. 

Die fonf Ebenen gehen demnach wirklich alle durch denselben 
Punkt 9(3 über A^ hindurch, und Ähnliches ergibt sich auch für 
alle anderen Knotenpunkte. Nehmen wir also von der Nullebene 
jedes Punktes ©/ nur das Stück, das über dem ^^ Fache liegt, 
so erfüllen diese ebenen Flächenstücke insgesamt eine Polyeder- 
schale, die über dem Fach werke liegt, und zwar wird die Ordi- 
nate des über A^ liegenden Eckpunktes 3][^ dieser Polyederschale 

Berücksichtigt man die Werte (3) von X;_i, ^/_i, 3j-n so 
kann man diese Gleichung folgendermaßen deuten: Die Ordinaten 
werden angegeben durch die statischen Momente der in den Dia- 
gonalen (links von einem sie alle durchschneidenden Wege) wir- 
kenden Kräfte, genommen in der Reihenfolge des Diagonalzuges 
und fortgef&hrt bis zu dem Ejiotenpunkte, für den das statische 
Moment genommen und in ihm als Ordinate aufgetragen wird. 

Die Nullebenen y^ der Punkte ©^ wollen wir nur bis an die 
Polyederschale heranreichen lassen, mit der sie je eine Kante 
des Bandes gemein haben, und sie auch immer nur bis zur Schnitt- 
linie mit der nächstvorhergehenden und der nächstfolgenden der 
Nullebenen y nehmen. Die Projektionen dieser Schnittlinien sind 
die Wirkungslinien der äußeren Kräfte, weil sie jedesmal durch den 
Raumpimkt 81^ über dem Angriffspunkt A^ der betreffenden äußeren 
Kraft hindurchgehen und ihre Richtung mit der Richtung der 
Kraft, die durch ihre auf die Grundebene projizierte reziproke 
Polare geliefert wird, übereinstimmt. So erhalten wir eine zelt- 
fÖrmige Raumfigur über dem Fach werk, deren Decke aus drei- 
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eckigen Facetten besteht. Diese Facetten liegen über den Fächern 
des Fachwerkes, und die Wände des Zeltes bestehen aus vier- 
eckigen Stücken, die über den Wirkungslinien der äußeren Kräfte 
aneinander stoßen. 

71 9L 91. ö 




n — f — K^' 



s, 



JT 



flg. 39. 



Von dieser Zeltfigur ist die Figur 
des Kräfteplans die reziproke Figur 
in dem NuUsjstem. Ihre Ecken sind 
die Nullpunkte der ebenen Flächen 
der ersten Figur, und jeder Linie, in 
der zwei benachbarte Flächen der Zelt- 
figur aneinanderstoßen, ist die Yer- 
bindungsstrecke zweier Eckpunkte in 
der Figur des Kräfteplans zugeordnet, 
die, auf die Grundebene projiziert, eine 
der an oder in dem Fachwerke wirken- 
den Kräfte der Größe und Kichtung nach darstellt. 

Um hiervon eine anschauliche Darstellung zu geben, ist in 
der nebenstehenden Abbildung die Zeltfigur für ein ganz ein- 




Allgemeine Fachwerke. 61 



faches Fachwerk, das aus drei gleichseitigen Dreiecken besteht, 
gezeichnet worden. Das Fachwerk ist in den Knotenpunkten 
^1, -^.g, Äq durch Vertikalkräfte von der gleichen Größe P be- 
lastet, und der Auflagerdruck in Ä und B steht zu bestimmt 
geneigten Linien a, h senkrecht. Für einen Kräftepol ist das 
Seileck SqS^S^S^S2Sq gezeichnet. Die Zeltfigur ist im Aufriß 
durch die Eckpunkte Sl, Stj» ^2» ^s» ^ bestimmt. Von diesen 
Eckpunkten denken wir uns nach den zugehörigen Ecken des 
Seileckes in der Grundebene die Linien gezogen. Sie begrenzen 
die Wände des Zeltes oder bilden, wenn wir uns die Wände fort- 
genommen denken, die Zeltleinen. 



Siebentes Kapitel. 

Bestimmte Faehwerke. 

Die bis jetzt betrachteten Fachwerke sind nur spezielle Fälle 
viel allgemeinerer Gebilde. Im allgemeinsten Sinne können 
wir als ein Fachwerk eine geometrische Figur bezeich- 
nen, in der eine gewisse Anzahl Punkte durch so viel 
Verbindungsstrecken verbunden sind, daß durch jeden 
Punkt mindestens zwei dieser Strecken gehen. Die Punkte 
heißen die Knotenpunkte, die Verbindungsstrecken die Stäbe 
des Fachwerkes. Die Anzahl der ersteren sei Ä, die Anzahl der 
letzteren s. 

Wir führen sofort ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, 
dessen Ursprung wir in einen Knotenpunkt legen und dessen 
«/-Achse wir mit einem der Stäbe des Fachwerkes zusammenfallen 
lassen. Dann werden für den ersten Knotenpunkt die Koordinaten 

% = ö» ^1 = 0. 

Für einen zweiten Knotenpunkt werden die Koordinaten ajg, 7/3» 
wobei 

r»2 = 0, 

und nun wollen wir weiter mit (a?^, ^3), ... (xj^, y^ der Reihe 
nach die Koordinaten der übrigen Knotenpunkte bezeichnen. Ln 
ganzen erhalten wir 2 Ä; — 3 von Null verschiedene Knotenpunkts- 
koordinaten. 

Jeden Knotenpunkt bezeichnen wir durch den Index seiner 
Koordinaten. Die Länge des Stabes, der die Knotenpunkte mit 



I 
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den Indices a, b verbindet, bezeichnen wir mit 5^^, femer mit g>^f, 
den Winkel, den die Richtimg dieses Stabes mit der positiven 
07- Achse einschließt. Es wird dann 

(1) ^b — ^a^ ^ab • C0S9„^, y^ - y^ = s^f, . sing?^^, 

nnd somit folgt umgekehrt 





Sab" 


= Vi^b - 


^aY+dfb- 


-yj', 


cos 


9>ab 


«6 ^a 
»ab 


, siny^ft« 


y6 Va 
»ab 



(2) 

In seiner völligen Allgemeinheit woUen wir aber das Fach- 
werk nicht betrachten. Wir wollen vielmehr annehmen, das Fach- 
werk sei bestimmt, oder genan gesprochen, kinematisch be- 
stimmt. Das bedeutet: es ist, wenn ein Knotenpunkt und die 
Richtung eines durch ihn gehenden Stabes festgehalten wird, 
keine endliche oder unendlich kleine Verschiebung irgendwelcher 
Knotenpunkte in der Ebene des Fachwerkes möglich, bei der sich 
nicht die Längen gewisser Stäbe ändern, dagegen wird diese 
Eigenschaft sofort zerstört, sowie man einen einzigen Stab des 
Fachwerkes entfernt. Mit anderen Worten, die Unverschieblich- 
keit der Teile des Fachwerkes wird gerade durch die vorhandenen, 
aber nicht durch eine geringere Anzahl Stäbe gewährleistet. Jeder 
weiter hinzugefftgte Stab wäre ein überzähliger Stab, d. L er 
könnte wieder entfernt werden, ohne daß die kinematische Be- 
stimmtheit des Fachwerkes darunter litte. * 

Wir wollen nun die analytischen Bedingimgen für die Be; 
stimm theit des Fachwerkes zu formulieren suchen. Wir beschränken 
uns darauf, unendlich geringe Lagenänderungen der Knotenpunkte 
in Betracht zu ziehen, die ohne Änderung der Stablängen auch 
unmöglich sein müssen, wenn das Fachwerk ein unverschieb- 
liches Gefüge darstellt. Wir wollen für eine unendlich kleine 
Verschiebung des Knotenpunktes mit dem Index a die Kompo- 
nenten nach den Koordinatenachsen mit ^^, i]^ bezeichnen. Den 
ersten Knotenpunkt wollen wir festhalten, es wird also Si =«0, i?i =0. 
Ebenso wollen wir die (mit der y- Achse zusammenfallende) Rich- 
tung des Stabes (12) festhalten, es wird also auch §g = 0. 

Das Quadrat der Länge l^^ des Stabes (ah) wird nun nach 
der Verschiebung 

Kö^ = i^b +^b-^a '- LY + ilfö + Vb - y« - Va?' 
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Ziehen wir hiervon das Quadrat der ursprünglichen Länge ab, so 
finden wir für den Zuwachs dieses Quadrates bei Vernachlässigung 
der Glieder, welche die unendlich kleinen Größen ^, ty zur zweiten 
Dimension enthalten. 

Die so bestimmte Änderung des Quadrates der Stablänge müßte 
aber generell verschwinden, wenn eine Verschiebung mit unver- 
änderten Stablängen möglich wäre. Wir gelangen demnach, zu 
dem Gleichungssystem: 

(3) {^t - ^a) G* - la) + {y„ - Va) (v, " Va) = 0, 

das aus s Gleichungen, nämlich so viel Gleichungen, wie Stäbe 
vorhanden sind, besteht. 

Da ^1 = 0, % = 0, §2 = sein soll, ist die Anzahl der mög- 
licherweise von Null verschiedenen Größen J, ty in den vorstehen- 
den Gleichungen, kurz gesagt die Anzahl der Unbekannten, gleich 
2Ä; — 3. 

Nehmen wir nun zunächst an, die Anzahl der Gleichungen s 
sei < 2 Ä; — 3, d. h. kleiner als die Anzahl der Unbekannten. 
Dann lassen sich für die letzteren immer unendlich viele Kombi- 
nationen von wenigstens zum Teil von Null verschiedenen Werten 
bestimmen, für welche die 8 Gleichungen erfüllt sind, d. h. es ist 
eine Verschiebung der betrachteten Art ohne Änderung der Stab- 
längen immer möglich, und das Fach werk ist nie bestimmt. 

Nehmen wir aber s ^ 2k — 3 , so ist in dem System homo- 
gener linearer Gleichungen die Anzahl der Unbekannten gerade 
gleich der Anzahl der Gleichungen, und die letzteren sind nur 
dann für wenigstens teilweise von Null verschiedene Werte der 
Unbekannten erfüllbar, wenn es sich gerade so fügt, daß bei 
Elimination von s — 1 Unbekannten aus den Gleichungen die 
letzte Unbekannte ebenfalls herausfällt. Dies bedeutet aber das 
Verschwinden des bei der Elimination als Koeffizient der letzten 
Unbekannten auftretenden Ausdruckes J^ der die Determinante 
des Gleichungssystemes heißt. 

Wenn also die Zahl der Stäbe s = 2Jc — 3 ist und die 
Determinante J =^ wird, so ist eine Verschiebung der 
Teile des Fachwerkes gegeneinander ohne Änderung 
der Stablängen unmöglich. Dies ist aber auch bei 
keiner geringeren Zahl von Stäben der Fall, und die 
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Fig. 40. 



gefundenen Bedingungen sind demnach die notwen- 
digen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß das 
r ^ Fachwerk kinematisch be- 

stimmt ist. 

Ein Beispiel fiir ein Fachwerk, 
das, obwohl es die genügende 
Anzahl Stäbe besitzt, kinematisch 
unbestimmt ist, stellt die neben- 
stehende Figur dar, in der durch 
die punktierten Linien eine mög- 
liche unendlich kleine Verschie- 
bung des rechten Dreiecks gegen 
das linke Dreieck angedeutet ist. 
Wir lassen nun in irgendwelchen Knotenpunkten des Fach- 
werkes äußere Kräfte angreifen, und zwar nennen wir die Kom- 
ponenten der in dem Knotenpunkte a angreifenden Kraft X^, Y^, 
indem wir immer X^ = 0, Y"^ == nehmen, wenn gerade in dem 
betreffenden Knotenpunkte keine äußere Kraft angreift. Wir 
wollen nun suchen, in den Stäben des Fachwerkes Paare ent- 
gegengesetzt gleicher innerer Kräfte oder Spannungskräfte 
derart anzubringen, daß an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht 
besteht. Wir nennen hierbei die Komponenten der Kraft, die in 
dem Stabe (a6) an dem Knotenpunkte a angreift X^^, YJ,^. Die 
Komponenten der Kraft, die in demselben Stabe an dem anderen 
Knotenpunkte angreift, sind dann 

(4) 



■^ab — ^bai 



Y.. — r, 



ah 



ba' 



Da die Kraftrichtung mit der Stabrichtung zusammenfällt, finden 
wir sofort 



(5) 



^ba = ^ab COS^j^, 



^6a = ^ba Si^9a6^ 



wobei 8f^^ eine positive oder negative Zahl bedeutet, die wir als 
die Stabspannung bezeichnen. Ist ^^^ > 0, so sind die Bjräfte 
in dem Stabe aufeinander zu, ist /S'^ ^ < 0, so sind sie voneinander 
weg gerichtet. Im ersten Falle sprechen wir von einer Zugspan- 
nung, im letzteren von einer Druckspannung.*) Durch Ein- 
setzen der Werte von cosy^^,, sin 9^^ ergibt sich 



^ba — ^ba 



^ba "" ^ba 



yyj "^ ba ^ba ^ -^ba ^ba o 
^ab ab 

*) In den Figuren ist Zugspannung durch ein beigesetztes -|~) 
Druckspannung durch — bezeichnet. 
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Analog wird 

(6a) x,, = Ä,,-V— % Y,, = S^ 



^a — ^6 Y — ^ yg — V b 



und da diese Werte den vorigen entgegengesetzt gleich sein 
sollen, muß 

(7) Ä.6 = Ä»« 

angenommen werden. 

Wenn an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht herrscht, so muß 
auch zwischen den äußeren Kräften Gleichgewicht bestehen, d. h. 
es sind die drei Gleichungen erfüllt 

(8) ^^« = 0, ^r,= o, ^z,= o, 

a a a 

die Summation über alle Knotenpunkte erstreckt, wobei 

Z == Y X — X y 

gesetzt ist. Diese Gleichungen resultieren in der Tat, wenn man 
die Gleichungen, die für jeden einzelnen Knotenpunkt gelten, 

b b b 

für a = 1 , 2 , . . . Ä; bildet und dann die Summation nach diesen 
Indices ausführt. Hierbei heben sich die von den inneren Kräften 
herrührenden Bestandteile wegen der Relationen (4), aus denen 
auch Z^^= — Zf^^ folgt, paarweise weg, und es ergeben sich die 
obenstehenden Gleichungen. 

Von den drei für den Knotenpunkt a aufgestellten Gleichungen 
ist die letzte, da 

ist, eine einfache Folge der übrigen. Setzt man in diese die Werte 
von X^^, Y^^ aus (6) ein, so werden sie 

b b 

indem wir die spezifischen Spannungen 

(10) <s,,= j"' 

einführen. Wir fragen nun, wann das Spannungsproblem eiu'- 
deutig bestimmt ist, d. h. welches die notwendigen und hinreichen- 

Timerding, Kräftepläne. 5 
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den Bedingungen dafür sind, daß die Gleichungen (9) für die 
spezifischen Spannungen <j^^ eine und nur eine Lösung liefern. 

Die erste Bedingung ist die, daß die Anzahl der linearen 
Gleichungen mit der Anzahl der Unbekannten übereinstimmt. Die 
Anzahl der Unbekannten ist gleich der Anzahl der Stäbe, also 5. 
Die Anzahl der Gleichungen ist zunächst gleich der doppelten 
Anzahl der Knotenpunkte, also 2 k, Da aber die drei Gleichungen 
(8), welche die Unbekannten (?^^ nicht mehr enthalten, eine Folge 
der Gleichungen (9) sind, sind die letzteren nicht alle unabhängig 
voneinander, vielmehr lassen sich drei unter ihnen aus den übrigen 
herleiten, und diese drei Gleichungen können wir weglassen, da 
sie in Rücksicht auf die Beziehungen (8) von selbst erfüllt sind, 
wenn die übrigen befriedigt werden. Wir wählen dafür die zwei 
Gleichungen für den Knotenpunkt 1 und die erste Gleichung für 
den Knotenpunkt 2. Die übrigen 2fe — 3 Gleichungen dienen 
dann dazu, die 5 Werte <J^^ zu bestimmen, und daher muß wieder 

(11) 5==2Ä; — 3 

sein. 

Diese Bedingung allein ist aber nicht hinreichend, um die 
Möglichkeit und Eindeutigkeit der Lösung erkennen zu lassen. 
Nach dem, was wir bereits früher gesehen haben, ist hierzu noch 
erforderlich, daß, wenn man aus den s Gleichungen s — 1 der Un- 
bekannten eliminiert, auf der linken Seite nicht auch noch der 
resultierende Koeffizient der letzten Unbekannten verschwindet. 
Dies aber ist auch die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß die s homogenen Gleichungen 

(12) ^ff6a(^6 - ^«) = 0, ^<J,„(% -if^) = 

nicht anders erfüllt werden können, als indem man alle <J^^= 
setzt. Multiplizieren wir diese Gleichungen der Reihe nach mit 
unbestimmten Koeffizienten '»?2> ^s» ''?3i • • • ^iti % ^^^ addieren 
sie, so können wir wegen cy^^ = cy^^ das Resultat in folgender 
Form schreiben 

(13) J'ffa^Ka'ft- ^J (§6- U + (^6- y«) iV.-Va)] = 0- 
a, 6 

Setzen wir in dieser Gleichung den Lihalt der eckigen Klam- 
mer generell gleich 0, so kommen wir auf die Gleichungen, zu 
denen uns das Problem der kinematischen Bestimmtheit führte, 
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zurück. Es ist nun sofoi*t zu sehen, daß, wenn das Fachwerk 
nicht kinematisch bestimmt ist, es auch nicht statisch be- 
stimmt sein, d. h. keine eindeutige Lösung des Spannungsproblems 
liefern kann. In der Tat erkannten wir als die Bedingung der 
kinematischen Unbestimmtheit, daß die s Gleichungen (3), mit 
gewissen Faktoren, die wir durch cy^^ bezeichnen können, multipli- 
ziert und addiert, ein identisch verschwindendes Resultat liefern. 
Dann aber ist die vorstehende Gleichung für diese Werte der <j^^, 
die nicht alle verschwinden können, hinsichtlich der |^, t/^, . . . 
identisch erfüllt, und mithin sind auch die vorhergehenden Glei- 
chungen (12) erfüllt, ohne daß alle a^^^ verschwinden, das Fach- 
werk ist sonach auch statisch unbestimmt. Umgekehrt ist jedes 
statisch unbestimmte Fachwerk, da sich dieselbe Schlußweise auch 
rückwärts ausführen läßt, gleichzeitig kinematisch unbestimmt, 
und daraus folgt, daß auch jedes kinematisch bestimmte 
Fachwerk zugleich statisch bestimmt sein muß. Deswegen 
bezeichnet Föppl solche Fach werke kurz als bestimmte Fach- 
werke. Schur nennt sie einfache Fachwerke. 

Wir wollen nun den Begriff des Fachwerkes noch enger um- 
grenzen, indem wir ein schlicht gebautes Fachwerk dadurch 
definieren, daß sich die in ihm vorkommenden Stäbe als 
die Umrandungen einer Reihe von Polygonen auffassen 
lassen, welche einen Teil der Ebene einfach und ein- 
fach zusammenhängend, d.h. ohne im Inneren eine Lücke 
zu lassen, überdecken. Es folgt dann sofort, daß in einem 
solchen Fach werk ein Stab höchstens zweien der Polygone oder 
Fächer angehören kann, denn sonst müßte wenigstens auf der 
einen Seite von ihm eine doppelte tJberdeckung stattfinden. Die 
Stäbe, die nur einem Fache angehören, bilden den Rand des 
Fach Werkes, und wir unterscheiden auf diese Weise wieder Rand- 
und Diagonalstäbe. Der Rand des Fachwerkes ist ein Polygon, 
dessen Ecken wir als die äußeren Knotenpunkte des Fach- 
werkes von den übrigen, inneren Knotenpunkten scheiden wollen. 

Wir machen femer die weitere Voraussetzung, daß alle äußeren 
Kräfte in den äußeren Knotenpunkten des Fachwerkes angreifen. 
Dann wollen wir das Fachwerk ein schlicht belastetes nennen. 
Ein Fachwerk, das schlicht gebaut und schlicht belastet ist, soll 
kurzweg als ein schlichtesFachwerk bezeichnet werden. 

Gehen durch einen inneren Knotenpunkt I eines solchen 
Fachwerkes vier Stäbe mit paarweise entgegengesetzt gleichen 
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Richtungen, so müssen auch die zugehörigen Spannungskräfte, damit 
Gleichgewicht besteht, wie leicht nachzuweisen ist, paarweise ent- 
gegengesetzt gleich werden. Sie zerstören sich also unmittelbar 
und lassen in den anderen Endpunkten der in eine gerade Linie 
fallenden beiden Stäbe wieder zwei entgegengesetzt gleiche Span- 
nungskräfte übrig. Diese beiden Stäbe kann man sonach als einen 
einzigen Stab ansehen und ebenso die beiden anderen Stäbe, also 
den inneren Knotenpunkt I als solchen wegfallen lassen und ihn 
als einen Überschneidungspunkt ansehen. Solche einfache 
Überschneidungen könnten demnach zu Anfang vorhanden sein. 
Man würde sie, um eine einfache Überdeckung der Ebene dm'ch 
die Fächer des Fachwerkes zu erreichen, durch einen Blnotenpunkt 
der vorerwähnten Art zu ersetzen haben. 

Ebenso kann man, wenn eine äußere Ejraft in einem inneren 
Knotenpunkte angreift, doch so, daß ihre Wirkungslinie keinen 
zweiten Bjiotenpunkt des Fachwerkes enthält, jeden Punkt, in dem 
diese Wirkungslinie einen Stab des Fachwerkes schneidet, als 
einen neuen Knotenpunkt des Fachwerkes einführen und in ihm 
zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte, von denen die eine die Größe 
und Eichtung der äußeren Kraft hat, anbringen. Die letzte dieser 
Kräfte, die in einem Punkte auf dem Rande des Fachwerkes an- 
greift, sehen wir als die neue äußere Kraft an, während Mr die 
übrig bleibenden Kräfte paarweise als Spannungskräfte in neu 
einzufügenden Stäben, die alle in die Wirkungslinie der ursprüng- 
lichen äußeren Kraft fallen, deuten. In jedem der durch die neuen 
Knotenpunkte abgeteilten Stäbe sind an diesen Knotenpunkten zwei 
entgegengesetzt gleiche Kräfte von der Größe der ursprünglichen 
Spannungskräfte des Stabes einzufügen, damit auch in den Teilen 
des Stabes die Spannungskräfte zu Paaren entgegengesetzt gleicher 
Kräfte auftreten. 

Durch dieses Verfahren ist es möglich, die scheinbar stark ein- 
schränkenden Voraussetzungen des schlichten Fachwerkes viel 
weiter auszudehnen und einen sehr allgemeinen Typus von Fach- 
werken unter ihnen zu begreifen. 

Das Spannungsproblem kann man allgemein in der Weise be- 
handeln, daß man die Bestimmung der Spannungen in einem be- 
stimmten Fachwerke mit Ic Knotenpunkten auf das gleiche Problem 
für ein Fachwerk mit h — 1 Knotenpunkten zurückführt. Für ein 
Fachwerk mit der geringsten Zahl, nämlich 3 Knotenpunkten, 
d, h. für ein einfaches Dreieck, ist die Spannungsbestinmiung 
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sicher möglich. Weist man also nach, daß das Spannungsproblem 
für jedes Fach werk mit Ä Knotenpunkten lösbar ist, wenn es für 
jedes Fach werk mit h — 1 Knotenpunkten gelöst werden kann, 
so ist die Lösbarkeit des Problems allgemein nachgewiesen, denn 
für 3 Knotenpunkte ist es lösbar, also auch für 4, mithin weiter 
für 5 usf. 

Die Eeduktion von ä; auf ä; — 1 geschieht in der Weise, daß 
man zunächst den Fall abscheidet, wo in dem Fachwerk ein Knoten- 
punkt Ä^ vorkommt, durch den nur zwei Stäbe gehen. Dann 
sind die Spannungen in diesen Stäben, die wir schon früher be- 
nutzt haben, sofort zu finden. Führen wir nun die Spannungs- 
kräfte ein, die in den beiden Stäben an ihren zweiten Endpunkten 
-4 , A angreifen, so kann man den Knotenpunkt -4^, da die drei 
an ihm angreifenden Kräfte sich das Gleichgewicht halten, ganz 
weglassen, die an A^ und A^ angreifenden Kräfte zu je einer Ee- 
sultierenden vereinigen, und behält ein bestimmtes Fachwerk mit 
h — 1 Knotenpunkten und gegebenen äußeren Kräften übrig, wo- 
mit die verlangte Reduktion ausgeführt ist. 

Enthält das Fachwerk mit ä; Knoten aber keinen einzigen 
Knotenpunkt, durch den nur zwei Stäbe gehen, so enthält es sicher 
einen Knotenpunkt, durch den drei Stäbe gehen. Denn gingen 
durch jeden Knotenpunkt vier Stäbe, so wäre die Zahl s der 
Stäbe die Hälfte von 4A;, also 2A;, während sie, wie wir sahen, 
2 Ä; — 3 sein muß. 

Wir nehmen also einen Knotenpunkt A^ , durch den nur drei 
Stäbe gehen, und nennen -4^,-4^, A^ die anderen Endpunkte dieser 
Stäbe. Dann sind wenigstens zwei der letzteren drei Punkte mit- 
einander nicht durch einen Stab verbunden, denn wären sie es 
alle, so könnte von den drei Stäben durch A^ einer weggelassen 
werden, .ohne die kinematische Bestimmtheit des Fachwerks zu 
stören, da ein Punkt immer fest ist, wenn er mit zwei festen 
Punkten fest verbunden ist. Läßt man denmach einen der drei 
Stäbe durch A^ weg, so müssen wenigstens zwei der Punkte 
-4 , u4 , A^ gegeneinander verschiebbar werden, denn wären sie 
alle in ihrer gegenseitigen Lage fest, so genügte es, A^ mit 
zweien von ihnen zu verbinden. Es können aber auch nicht 
mehr als zwei der drei Punkte, etwa A und A ^ in ihrer gegen- 
seitigen Entfernung veränderlich sein, denn wären die Ent- 
fernungen eines der drei Punkte von den beiden übrigen ver- 
änderlich, so bliebe eine Verschieblichkeit bestehen, auch wenn 
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die drei Punkte mit A^ fest verbunden würden. Fügen wir nun 
den Stab A -A^ ein, so können wir den Stab Ä^A^ fortlassen-, 
ohne die statische Bestimmtheit des Fachwerkes zu stören. Es 
läßt sich also immer durch Fortnehmen eines Stabes und Hin- 
zufügung eines andern ein bestimmtes Fach werk in ein andres 
verwandeln, in dem durch mindestens einen Knotenpunkt nur 
zwei Stäbe gehen. 

Z. B. wird das in der beistehenden Figur gezeichnete Fach- 
werk, bei dem durch jeden Knotenpunkt drei Stäbe gehen, durch 

Fortnahme des Stabes r und 
Hinzufügung des Stabes s in ein 
gewöhnliches Dreiecksfachwerk 
verwandelt, bei dem durch die 
Knotenpunkte A und B nur zwei 
Stäbe gehen. Läßt man diese 
beiden Stäbe z. B. bei B weg, so 
bleibt ein bestimmtes Fachwerk 
mit Ä;— 1 Knotenpunkten übrig. 
Fügt man dem ursprüng- 
lichen Fachwerk den neuen Stab 
hinzu, ohne den alten fortzunehmen, so hat man ein statisch un- 
bestimmtes Fachwerk mit einem Grade der Unbestimmtheit vor 
sich. Wir behandeln dieses Fachwerk so, daß wir zunächst in 
den Stäben A^A^ -^m-^q^ ^m^r ^^^^ Spannungskräffce P, Q, B 
bestimmen, die m A^ der äußeren Kraft das Gleichgewicht 
halten. Diese Kräfte sind nicht eindeutig bestimmt; sind aber 
Pj, (^j, J?j und P^^ Q^f B2 zwei Wertekombinationen für sie, die der 
geforderten Bedingung genügen, so ist jede andere Wertekombi- 
nation von der Form 




^~ i-^i ' ^~ 14- ;i ' ^^~ 14 



A jß« 



+ 



+ ^ 



wobei k willkürlich bleibt. Sind nämlich g?«, g?^, g?^ die Winkel, 
welche die Eichtungen der Stäbe A^A^^ ^m^q"» ^m-^r ^^^ ^®^ 
positiven ic- Achse einschließen und X^, 1^ die Komponenten der 
äußeren Kraft in -4^, so sind die zu erfüllenden Gleichungen für 

P cos g)j,+ Q cos (p^+ B cos g)^ = X„^, 
P sin (pp+ Qsm ip^ + B sin q>^ = r„^, 
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und aus zwei Lösungen Pj, §1» -ßi ^^^ -^2? Ö2» -^2 dieser Glei- 
chungen setzt sich die allgemeine Lösung in der angegebenen 
Weise zusammen. Fügt man die den Kräften F, Q, B entgegen- 
gesetzt gleichen Kräften in den Punkten -4,-4^, Ä^ hinzu und 
läßt die drei Stäbe durch Ä^ weg, so läßt sich in dem statisch 
bestimmten Fachwerke mit k — 1 Knotenpunkten, das so entsteht, 
die Spannung nach Voraussetzung in jedem Stabe ermitteln. Lis- 
besondere möge die eine der Spannungskräfte in dem Stabe -4«-^« 
S sein. Dann ist dies S von der Form 

wo S^ die Spannung, die sich für die Kräfte P^, Q^^ B^ ergibt, 
und S2 die analoge Spannung für P2, Q^^ B^ ist. Macht man nun, 
wenn nicht schon S^ oder S^ gleich null wird, 

X = — Ä'j : aSj, 

so wird diese Spannung 0, der Stab -^«-4 kann wieder weg- 
gelassen werden, und es ergibt sich ein Spannungszustand in dem 
ursprünglich gegebenen Fachwerke mit h Knotenpunkten, der den 
gegebenen äußeren Kräften entspricht, womit das Problem ge- 
löst ist. 

Diese Betrachtung zeigt auch, daß die Zahl der Fächer immer 
um 1 vermindert wird, wenn man die Zahl der Knotenpunkte 
mn 1 herabsetzt. Denn nimmt man einen Knotenpunkt fort, durch 
den nur zwei Stäbe gehen, so ist dies unmittelbar einleuchtend. 
Gehen durch den Knotenpunkt aber drei Stäbe, so werden durch 
seine Fortnahme zwei Fächer entfernt, aber durch den neu einzu- 
setzenden Stab wieder ein Fach hinzugefügt, die Behauptimg ist 
also auch dann richtig. Da ein Fachwerk mit drei Knotenpunkten 
aber nur ein Fach besitzt, so ist die Zahl n der Fächer allgemein 

(14) n = k—2, 
woraus auch 

(15) k = n+ 2, s = 2n+l 

folgt. 

Das Spannungsproblem ist bestimmt durch das vorgelegte 
Fachwerk und die gegebenen äußeren Kräfte. Diese äußeren 
Kräfte können in einem Kräfteplan gegeben werden, aus dem sie 
ihrer Größe und Richtung nach hervorgehen. Man kann sie aber 
auch bis auf einen gemeinsamen Faktor, der als die willkürlich 
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bleibende Erafteinheit gedeutet werden kann, in dem Lageplan 
selbst festlegen, indem man ihre Wirkungslinien gibt und für sie 
ein Seileck konstruiert. Man fügt dann in jeder Ecke dieses Seil- 
eckes eine der betreffenden äußeren Kraft direkt und eine ihr ent- 
gegengesetzt gleiche Kraft hinzu und in den angrenzenden Seil- 
eckseiten zwei Kräfte, die der ersten hinzugefügten Kraft das 
Gleichgewicht halten, während die übrig bleibenden zwei ent- 
gegengesetzt gleichen Kräfte in der Wirkungslinie der äußeren 
Kraft sich unmittelbar das Gleichgewicht halten. So wird das 
bestehende Gleichgewicht nicht gestört, in den Seileckseiten 
und ebenso in den Wirkungslinien der äußeren Kräfte wirken 
jetzt Paare entgegengesetzt gleicher Kräfte, es lassen sich dem- 
nach überhaupt alle Kräfte, die auftreten, nunmehr zu Paaren 
entgegengesetzt gleicher Kräfte zusammenfassen, die jedesmal in 
eine geradlinige Strecke fallen und an deren Endpunkten angreifen. 
Diese Strecke ist entweder ein Stab des Fachwerkes, oder sie ver- 
bindet einen äußeren Knotenpunkt mit einer Ecke des Seileckes, 
dann wollen wir sie einen Kraft stab nennen, oder endlich sie 
ist eine Seite des Seilecks, die wir auch als einen Seilstab be- 
zeichnen können. Von dem Fachwerk wollen wir sagen, es sei in 
das Seileck eingespannt. Die ganze entstehende Figur heißt 
nach Schur das erweiterte Fach werk. Eine Kraft in einem 
der Seilstäbe, oder auch in irgend einem andern Stabe der Figur, 
kann der Größe und dem Sinne nach beliebig angenommen werden, 
dadurch aber sind alle anderen Kräfte in eindeutiger Weise be- 
stimmt. Es ist indes sofort zu sehen, daß, wenn überhaupt eine 
Figur, in deren Strecken lauter solche Paare von entgegengesetzt 
gleichen Spannungskräften wirken, kurz gesagt eine Spannungs- 
figur, möglich ist, das Gleichgewicht an jedem Knotenpunkte 
bestehen bleibt, wenn alle Kräfte in demselben Verhältnisse ver- 
größert oder verringert werden. In dem ursprünglichen Fachwerk 
ist ein solcher Spannungszustand unmöglich, denn aus seiner sta- 
tischen Bestimmtheit folgt, daß, wenn die äußeren Kräfte weg- 
fallen, auch alle inneren Kräfte verschwinden müssen. 

Durch das erweiterte Fachwerk werden dem ursprünglichen 
Fachwerke bestimmte Fächer hinzugefügt. Eines davon ist das 
Seileck selbst, das notwendigerweise geschlossen ist, da die äußeren 
Kräfte im Gleichgewicht sind. Die übrigen hinzukommenden 
Fächer nennen wir die Eandfächer. Jedes von ihnen wird, wenn 
das Seileck derart angelegt ist, daß in keiner Ecke von ihm sich 
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die Wirkungslinien mehrerer äußerer Kräfte begegnen, begrenzt 
von einer Seileckseite, den durch ihre Endpunkte gehenden Kraft- 
stäben und dem zwischen den anderen Endpunkten dieser beiden 
Kraftstäbe liegenden Eandstücke des ursprünglichen Fachwerkes. 
Ist 3c die Zahl der Ecken (und Seiten) des Seilecks, so wird die 
Anzahl der Knotenpunkte in dem erweiterten Fachwerke 

Die Zahl der Kraftstäbe ist ebenfalls x, die Gesamtzahl der Stäbe 
in dem erweiterten Fachwerke also 

und da 5 = 2 Ä; — 3 war, ergibt sich auch 

(16) g==2f--3. 

Die Zahl der hinzugekommenen Fächer, da,s Seileck selbst ein- 
begriffen, ist H -f 1 , also wird die Gesamtzahl der Fächer in dem 
erweiterten Fachwerk n = n + H-\'l oder, da w == A; — 2 , 

(17) n = f~l. 

In dem erweiterten Fach werk gehört ausnahmslos jeder Stab 
zwei und nur zwei aneinander grenzenden Fächern an. Daraus 
folgt zweierlei. Erstens ergibt sich, wenn wir die Fächer als 
Flächenstücke deuten, daß das ganze Fachwerk ein unendlich ab- 
geplattetes geschlossenes Polyeder bildet, denn es besitzt keine 
Berandung, d. h. Stäbe, die nur einem Fache angehören, und von 
jedem Fache kann man in jedes andere Fach gelangen, ohne das 
Fachwerk zu verlassen. Die Polyederfläche, welche das Fachwerk 
bildet, ist auch einfach zusammenhängend, d. h. führt man in ihr 
irgend einen in sich zurücklaufenden Schnitt, so löst er ein Stück 
von der Fläche ab. Dies folgt daraus, daß das ursprüngliche Fach- 
werk nach Voraussetzung eine einfach zusammenhängende ebene 
Fläche war. 

Zweitens zeigt sich aber, daß wir jeden Stab in eindeutiger 
Weise nicht bloß durch die Knotenpunkte, die er verbindet, son- 
dern auch durch die Fächer, die in ihm aneinander grenzen, 
charakterisieren können. Bezeichnen wir also die n Fächer des 
Fach Werkes durch die Zahlen 1 bis n, so können wir jeden Stab 
des Fachwerkes durch ein Symbol (ccß) kennzeichnen, wo die 
Zahlen cf, ß sich auf die zwei längs des Stabes aneinander gi*en- 
zenden Fächer beziehen. 
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Mit dem Stabe kann auch die Spannung in dem Stabe durch 
die Zahlen a, ß charakterisiert werden. Um aber die beiden ent- 
gegengesetzt gleichen Kräfte, die diese Spannung darstellen, durch 
die angrenzenden Fächer eindeutig zu bezeichnen, müssen wir 
gleichzeitig auf die Reihenfolge, in der die Zahlen a, ß erscheinen, 
Rücksicht nehmen und der einen Kraft die Folge ccß, der andern 
die Folge ßa zuweisen. Die Regel, nach der diese Zuweisung ge- 
schieht, wollen wir so formulieren , daß beim Übergänge vom 
Fache cc zum Fache ß der Knotenpunkt, in dem die durch 
die Folge ccß bezeichnete Kraft angreift, zur Linken 
liegen soll. Die Komponenten dieser Kraft wollen wir ^(«ä)? 
Yi^o\ schreiben, und haben dann zu setzen 

Achtes Kapitel. 

Der Kräfteplan eines ebenen bestimmten Faehwerkes. 

Auf Grund der im vorstehenden getroffenen Festsetzungen 
wollen wir nun für das erweiterte Fach werk den Kräfteplan 
herzuleiten suchen. Wir stellen zunächst die Gleichungen des 
Spannungsproblems in der veränderten Bezeichnungsweise auf. 
Zu dem Zwecke bezeichnen wir durch die Folge 

«5 ft r» • • • f*7 ^ 

die Indices der Fächer, die iii dem Knotenpunkte mit dem Index 
a zusanmienstoßen, diese Fächer in der Reihenfolge einer posi- 
tiven Umkreisung des Knotenpunktes genommen. Dann werden 
die Gleichungen, welche das Gleichgewicht der in dem Punkte a 
angreifenden Spannungskräfte ausdrücken, 





^(«/*) + -^(/*y) "^ ^" ^{.u V) + ^(va) ^ » 


(1) 


^(a/?) + ^0*y) H h Yf^iiiv)+ ^(v«) ^ » 




t ^iafi) + ^QSy) + '" + \iv) + ^(va) ^ ' 


Hierbei ist 

1 


(2) 


^{aß) ^{aß)^a ~ ^{aß)ya ? 



indem x ^ Va <^iö Koordinaten des Punktes a bezeichnen. Die 
dritte der Gfeichungen (l) entsteht also aus den beiden ersten, 
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indem man diese mit — y^ und x^ multipliziert und zueinander 
addiert. Die Gleichungen (l) wollen wir in abgekürzter Form 
schreiben wie folgt 

(la) (X),==0, (30a- 0, (^L=0. 

Wir denken uns jetzt in der Fläche des Fachwerkes einen 
Ringschnitt geführt. Dieser zerlegt die Fläche in zwei Teile 81 
und 33. Für alle Knotenpunkte des Teiles 21 denken wir uns die 
Gleichungen (l) oder (1 a) aufgestellt und diese Gleichungssysteme 
addiert. So gelangen wir zu dem neuen Gleichungssystem 

(3) 2{^\=o, J'(i).= o, 2{z\ = o, 

% % % 

dessen Bedeutung wir näher untersuchen wollen. Zu dem Zwecke 
wollen wir den ausgefühi-ten Ringschnitt näher bezeichnen durch 
die Angabe der Fächer, die er durchsetzt. Es seien die Indices 
dieser Fächer, in der Reihenfolge einer positiven Umkreisung des 
Stückes 31 genommen, 

(>, (T, T ... g), ;f, (». 

Der Schnitt trifft alle Stäbe, in denen je zwei aufeinanderfolgende 
dieser Fächer aneinander grenzen, und es ist leicht zu sehen, daß 
bei Ausführung der Summen in (3) nur die Glieder übrig bleiben, 
die sich auf die Kräfte in den durchschnittenen Stäben beziehen. 
Denn sei (a|3) ein Stab, der ganz dem Teil 21 angehört, so ent- 
halten die Summen sowohl die Kraftkoordinaten 

als auch die Kraftkoordinaten 

diese Paare entgegengesetzt gleicher Werte zerstören sich also, 
und es bleiben in der Tat nur die Kräfte, die in den durch- 
schnittenen Stäben wirken und deshalb nicht durch eine entgegen- 
gesetzt gleiche Kraft im anderen Endpunkte des Stabes kompen- 
siert werden, übrig. Auf diese Weise verwandeln sich aber die 
Gleichungen (3) in die folgenden 

(4) U(,.)+r(,,^+--- + r(^,)+r(^,)=-o, 
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und hier ist im allgemeinen nicht mehr die dritte Gleichung eine 
Folge der beiden ersten. 

Wir wollen jetzt den Zyklus der Fächer (», <r, t . . . insbesondere 
so wählen, daß er ein fest angenommenes Fach o enthält, und 
schreiben ihn dann wie folgt 

CO, a, |3, . . . x^ A, X , . . . /3 , a', Q) . 

Femer berücksichtigen wir, daß 

V«') ^(«y) ' V«') V/*) ' V«') ^ " ^(«V) ' 

und finden so aus (4) die folgenden Gleichungen 

^((oa) + ^(a/^) H 1- ^(xx) =" ^(wa) + ^(aV')"! 1" ^(x Jl) 7 

Die Indicesfolgen 

G), (X, j?, . . . X, ^ und CO, a', ß\ ... x', ^ 

bezeichnen aber zwei verschiedene Wege, die beide aus dem fest 
gewählten Anfangsfach co in das beliebig angenommene Fach k 
führen. Die Gleichungen (5) drücken demnach aus, daß die in 
ihnen vorkommenden Summen nur abhängen von dem An- 
fangs- und Endfach, nicht aber von dem Wege, längs 
dem sie genommen werden. 

Die Summen beziehen sich, wie man sieht, auf die Spannungs- 
kräfte, die in den von dem Wege getroffenen Stäben in dem zur 
linken Hand gelegenen Knotenpunkte wirken. Diese Summen 
wollen wir nun einfacher bezeichnen, indem wir setzen 

Dann dürfen wir nach dem Gesagten X;^, ?);, 3;i ^-Is allein ab- 
hängig von dem Fache A, 3£^, ^^, 3w analog als eine Funktion 
des Faches w ansehen, während die Wahl der Fächerfolge 

0), Cij /3, . . . X, A 
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auf diese Werte ohne Einfluß ist. Es ist also jetzt jedem Fache X 
des Fachwerkes ein Wertetripel 

zugeordnet, und, was wir zunächst zu zeigen haben, ist, wie man 
aus diesen Wertetripeln die Koordinaten aller Spannungskräfte 
herleiten kann. 

Zu dem Zwecke bezeichnen wir mit ft ein dem Fache k be- 
nachbartes Fach. Dann dürfen wir den Weg, der aus dem An- 
fangsfach 6) in das Fach (i führt, durch das Fach X hindurchgehen 
lassen und können demgemäß setzen 

Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (6) folgt durch Sub- 
traktion 



(8) \Ym = %-%, 









Aus den so gefundenen Gleichungen ergibt sich aber sofort die 
Konstruktion des Kräfteplans, denn wir haben nur (32^^,^^), (X;^, ^^j^ 
(ß/iiy Vu) ^sw. jedesmal als die Koordinaten eines Punktes in der 
Ebene des Fachwerkes aufzufassen, und zwar in demselben Ko- 
ordinatensystem, auf das wir auch die Punkte des Fachwerks be- 
zogen haben oder in einem parallel verschobenen Koordinaten- 
system, dann stellt die Verbindungsstrecke der Punkte CT^ und 
C mit den Koordinaten QH^f ^^ und (^l^^^ ^.J die Kräfte in 
dem Stabe (Xfi) der Größe und Richtung nach dar. Die ein- 
getragenen Punkte samt den gehörigen Verbindungs- 
linien bilden also den gesuchten Kräfteplan. 

Wir wollen noch einmal hervorheben, daß die Punkte des 
Kräfteplans den Fächern des Fachwerks entsprechen, und immer 
solche zwei Punkte des Kräfteplans zu verbinden sind, die zwei 
in einem Stabe aneinandergrenzenden Fächern des Fachwerks 
zugeordnet sind. 

Nun deuten wir auch noch die Werte 3a *^s Ordinaten in 
den Punkten (7;^ des Kräfteplans und erhalten dann durch die 
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Endpunkte E;^ dieser Ordinaten eine Eaumfigur über der Ebene des 
Kräfteplans, von welcher der letztere die orthogonale Projektion 
ist. Es ist aber wichtig, zu beachten, daß die Eaumfigur bis 
auf die Ordinate eines einzigen Punktes durch den 
ebenen Kräfteplan vollständig bestimmt ist, wenn man 
das Fachwerk als von vornherein gegeben ansieht. 

Sind nämlich ^, ft wie oben die Indices zweier benachbarten 
Fächer und sind x^^ y^ die Koordinaten des einen Endpunktes 
ihres gemeinsamen Stabes, so wird 

Aus (8) folgt dann 

(9) S, = 8. + (?)„ - %K - i^-, - ^i)ifa . 

und auf diese Weise fortschreitend kann man aus der Ordinate 
eines Punktes der Raumfigur die Ordinaten aller anderen Punkte 
finden. 

Wir wollen nun auch über dem Fachwerke eine Raumfigur 
bestimmen, die aus der Raumfigur des Kräfteplans in folgender 
Weise hervorgeht. Schreiben wir die soeben gefundene Gleichung 
(9) in der Form 

so zeigt sie, daß der Ausdruck 

(10) ^a-S-V^a+^Pa 

denselben Wert annimmt, auf welches von den an den Knoten- 
punkt a stoßenden Fächern sich auch die Werte 3£, % 3 beziehen 
mögen. Die Zahl z^ ist derart dem Knotenpunkte a eindeutig 
zugeordnet und soll in diesem Punkte als eine Ordinate auf der 
Grundebene errichtet werden. Die Punkte 21^, die wir im Räume 
als Endpunkte der so bestimmten Ordinaten erhalten, liefern zu- 
sammen mit denjenigen Verbindungsstrecken, die über den Stäben 
des Fachwerks liegen, die Raumfigdr des Fachwerks. 

Dabei bilden diejenigen Verbindungsstrecken, die über den 
ein Fach des Fachwerkes begrenzenden Stäben liegen, jedesmal die 
Berandung eines ebenen Polygons. Ist nämlich X der Index des 
Faches, so genügen die Koordinaten ;c, y, z des Raumpunktes über 
irgend einer Ecke dieses Faches der Gleichung 

(11) ^ = 3— D^a; + X,y , 
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d. h. das ganze Polygon, von dem diese Eaumpunkte die Ecken 
bilden, ist in der durch die vorstehende Gleichung dargestellten 
Ebene y^ enthalten. Die Ebene y^ ist aber zufolge der Form 
ihrer Gleichung, wenn wir uns die Koordinaten aj, y, & und 3E, ^, 3 
auf dasselbe Koordinatensystem bezogen denken, die Nullebene 
des dem Fache zugeordneten Punktes ^^ in einem Null- 
systeme, dessen Parameter Ä= 1 und dessen Achse zur 
Grundebene senkrecht (nämlich die ;8:-Achse) ist. 

Umgekehrt ist durch die Gleichung (10), wenn wir in ihr 
36, ^, 3 als laufende Punktkoordinaten deuten, einem der Punkte 
über den Knotenpunkten des Fachwerkes in dem Nullsystem als 
Nullebene eine Ebene «^ zugeordnet; in dieser liegen die Punkte, 
die allen an den betreffenden Knotenpunkt stoßenden Fächern in 
der Raumfigur des Kräfteplans entsprechen. Diese Punkte bilden 
sonach wieder die Ecken eines ebenen Polygons, dessen Seiten 
den an den Knotenpunkt stoßenden Stäben des Fachwerkes kor- 
respondieren. 

Wie wir also sehen, besteht sowohl die Raumfigur über dem 
erweiterten Fachwerk als auch die Raumfigur über dem Kräfte- 
plan aus den Ecken und Kanten eines geschlossenen Polyeders. 
Das erste Polyeder nennen wir kurz das Fachpolyeder, das 
zweite das Kräftepolyeder. 

Fachpolyeder und Kräftepolyeder bilden zwei rezi- 
proke Figuren des Nullsystems. Den Kanten des einen 
sind die Kanten des anderen als reziproke Polaren des 
Nullsystems zugeordnet. Die Ecken des einen Poly- 
eders sind die Nullpunkte von den begrenzenden Ebenen 
des anderen und liegen sonach in diesen Ebenen. Da 
dies wechselseitig gilt, so sind die beiden Polyeder 
einander gleichzeitig ein- und umschrieben, d. h. die 
Ecken des einen liegen in den Ebenen des anderen, und 
die Ebenen des ersten gehen durch die Ecken des zweiten 
hindurch. 

Die Gleichung (10) gibt den Ordinaten z^ in den Knoten- 
punkten des Fachwerkes eine bestimmte statische Bedeutung. Es ist 
aber sofort zu sehen, daß auch jedes gleichgebaute Polyeder, von 
dem das Fach werk die orthogonale Projektion bildet, vermöge des 
Nullsystems zu einem Kräfteplan führt. Um dies nachzuweisen, 
bezeichnen wir mit (a;^, « ), (o?^, y^ die Koordinaten der End- 
punkte eines Stabes, mit z^ , z^ die zugehörigen Ordinaten, endlich 
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mit a, ß die Indices der beiden Fächer, die in diesem Stabe 
aneinander grenzen. Dann müssen die Koordinaten der Punkte 
^a) ^b ^^^^ ^^^ beiden Knotenpunkten erstlich der Gleichung 
der Ebene yj genügen, welcher die über dem Fache cc liegende 
Seitenfläche des Polyeders angehört. So finden wir, wenn $„', ^„', 
3^' die Koordinaten des Nullpunktes von y^' sind, zwei Gleichungen 

3a' — ?)a'^« + KVa ^ ^a » 3a' — ?)a'^6 + KVh = ^h ' 

Aus dem gleichen Grunde bestehen aber auch, wenn wir statt des 
Faches a das Fach ß nehmen, zwei Gleichungen 

3/ - ?)/^a + V^« "^ ^«' ' V "" V^* + V^* = ^*' • 
Aus diesen beiden Gleichungspaaren folgt die Relation 

(12) (i;- ij) : (d;- d;) = {x,- x„) -. (y,- ^J, 

deren Bedeutung die folgende ist: 

Dem Fachpolyeder ist in dem Nullsystem ein reziprokes Poly- 
eder zugeordnet. Projizieren wir dessen Kanten auf die Grund- 
ebene, so sind sie nach der gefundenen Gleichung (12) jedesmal 
dem zugehörigen Stabe des Fachwerkes parallel. Den Stäben des 
Fach Werkes, die von einem Knotenpunkte ausgehen, entsprechen 
aber an dem reziproken Polyeder die Kanten, die eine Seitenfläche 
dieses Polyeders begrenzen und auch in der Projektion wieder ein 
geschlossenes Polygon bilden. Die Projektionsfigur hat also alle 
Eigenschaften eines Kräfteplans: Deuten wir ihre Strecken 
als Kräfte, so wirken diese Kräfte in den Richtungen 
der Fachwerkstäbe, und die Kraftstrecken, die zu den 
durch einen Knotenpunkt gehenden Stäben gehören, 
schließen sich zu einem Polygon, was jedesmal be- 
deutet, daß an dem Knotenpunkt Gleichgewicht besteht. 
Schließlich kommt auch jede Kraftstrecke doppelt 
vor, als Repräsentantin der zwei in einem Stabe wir- 
kenden, entgegengesetzt gleichen Spannungskräfte. 
In der Tat läßt sich jeder Seitenfläche 'des Kräftepolyeders ein 
bestimmter Umlaufsinn geben, z. B. der Sinn einer positiven Um- 
kreisung der nach dem Innern des Polyeders gerichteten Normalen 
auf der Seitenfläche. Dabei wird jede Kante des Polyeders ent- 
sprechend den zwei Seitenflächen, denen sie angehört, zweimal, 
in entgegengesetztem Sinne, durchlaufen, und gleiches gilt also 
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auch für ilire Projektion, die Eraftstrecke im Eräfteplan, die dem- 
nach zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte darstellt. 

Nun wissen wir aber, daß der Kräfteplan des erweiterten Fach- 
werkes bis auf eine gleichzeitige Änderung der Größe aller Kräfte 
in demselben Verhältnis, d. h. bis auf eine Ähnlichkeitstransforma- 
tion, hei. der alle Richtungen erhalten bleiben, durch das Fach- 
werk selbst bestimmt ist. Nennen wir also 3E, ^ die Koordinaten 
der Eckpunkte in dem ursprünglichen Kräfteplan, X', ^' die ent- 
sprechenden Koordinaten in dem neuen Kräfteplan ^ so muß eine 
Belation von folgender Form bestehen 

(13) X'-mX + a, ?)'=m?) + 5; 

m ist hierbei das Verhältnis, in dem die Kräfte geändert werden, 
a, h bedeuten die Komponenten einer Parallelyerschiebung, welcher 
der Kräfteplan, da seine absolute Lage ja nicht feststeht, auch 
noch unterworfen werden kann. Wirklich ergibt sich dann sofort, 
wenn wir den Gleichungen (8) entsprechend 

setzen, 

Die Spannungen ändern sich also in der Tat unter der Voraus- 
setzung der Gleichungen (13) alle nur um einen konstanten 
Faktor m. 

Der Gleichung (9) entsprechend haben wir aber weiter 

oder mit Rücksicht auf (13) 

3;-3;=»»(3,.-3j, 

das heißt 

3;-»»8^ = 3/-»»3,-c, 

wenn c eine neue Konstante bezeichnet. So ergibt sich, daß wir 
auch allgemein 

(13a) Q'^mS + c 

zu setzen haben, wenn 3' die zu X', ^' gehörende Ordinate be- 
deutet. 

Die Raumfigur des neuen Kräfteplans, d.h. das zu der neuen 
Raumfigur des Fachwerks reziproke Polyeder geht sonach aus 

Tim er ding, Kräftepläne. 6 
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dem ursprünglichen Kräftepolyeder hervor durch die Ähnlichkeits- 
transformation des Baumes^ welche die Gleichungen (13) und 
(13 a) zusammengenommen darstellen. 

Nun haben wir aber für die Ordinaten über dem Fachwerk 
die allgemeinen Ausdrücke 

^==3 — ?)^ + 3^y und /=3'— ?)'aj + 3eV, 

und setzen wir in den zweiten die Werte (13) und (l3a) ein, so 
ergibt sich 

/= w(8— ?)ir + Hy) + ay — hx + c, 
oder 

(14) z = mz -{■ ay — hx + c . 

Diese Gleichung zeigt, wie man unmittelbar aus dem ursprüng- 
lichen Fachpolyeder das neue Polyeder erhalt. 

Die durch die Gleichung (14) dargestellte lineare Transforma- 
tion des Raumes ist aber eine Perspektive Affinität, d. h. es 
hat zunächst die Verbindungslinie je zweier entsprechender Punkte 
21, 31' eine feste Richtung. In der Tat liegen zwei solche Punkte 
immer auf einem Lota der Grundebene. Weiter aber läßt sich eine 
Ebene a bestimmen derart, daß, wenn SIq ihr Schnittpunkt mit 
der vertikalen Geraden ?ISI' ist, das Verhältnis 

Sl'8to:a9ro=w 

wird, also einen für alle Paare entsprechender Punkte gleich- 
bleibenden Wert annimmt. Diese Ebene a muß die Eigenschaft 
haben, daß ihre Punkte sich selbst entsprechen, da ja mit SISTq 
auch 9l'8lo verschwinden muß, die Punkte 8t, 91' also beide nach 
2(q fallen. Die Gleichung von cc finden wii* also, indem wir in (14) 
/ ,= z ^=^ Zq machen, sie lautet demnach 

(15) (m — 1)zq + ay — hx -\r g = ^ ' 

Es ergibt sich so für die Ordinate Zq des in diese Ebene fallenden 
Punktes % 

{m — 1)zq ^ — (ay — bx + c) y 

und somit verwandelt sich (14) in 

/ = mz — (m — 1)Zq , 
oder 

(16). z — ZQ=m{z -Zq), 

d.h. r3lo=m.2l2lo, w. z. b. w. 
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Wie wir nun zeigen wollen, lassen sich die Koeffizienten in 
der Gleichung (14) der Affinität immer so bestimmen, daß die 
Seitenfläche des Fachpolyeders, deren Kand sich auf die Grund- 
ebene als das Seileck der äußeren Kräfte projiziert, mit der Grund- 
ebene zusammenfällt. Ist nämlich bei dem ursprünglichen Fach- 
polyeder die Ebene, der diese Seitenfläche angehört, durch die 
Gleichung dargestellt 

so muß man, damit diese Ebene in die Ebene /= übergehe, 

annehmen, wobei m willkürlich bleibt. Man kann deshalb auch 
noch die Ordinate eines Bandpunktes in dem transformierten 
Polyeder willkürlich geben und bestimmt dadurch dann die Trans- 
formation vollständig. Es zeigt sich also, daß durch das in der 
Grundebene liegende Seileck, das nunmehr dem Fachpolyeder 
selbst angehört, und die Ordinate in einem Randpunkte des ur- 
sprünglichen Fachwerks die ganze Raumfigur bestimmt ist. 

Die so entstehende Raumfigur deuten wir nun, wie wir es 
bereits bei den vorher behandelten speziellen Fachwerken getan 
haben, als eine Zeltfigur über der Grundebene. Die Ecken 
des Seileckes repräsentieren die Zeltpflöcke, über den Kraft- 
stäben, die von den Ecken des Seilecks ausgehen, liegen die Zelt- 
leinen, die den Rand des das ursprüngliche Fach werk über- 
deckenden Zeltdaches an die Zeltpflöcke binden. Die Ordinaten 
in den Knotenpunkten des Fachwerkes können wir als die Zelt- 
stangen deuten. Dieses drastische Bild veranschaulicht vielleicht 
am besten das Wesen der Fachwerkfigur. 

Von den Randordinaten des Fachwerkes durften wir eine be- 
liebig wählen. Durch sie sind alle anderen Randordinaten ein- 
deutig bestimmt Um diese wirklich zu ermitteln, verbinden 
wir die von dem Endpunkte der angenommenen Ordinate aus- 
gehende Zeltleine mit einer der beiden angrenzenden Seileckseiten 
durch eine Ebene, diese schneidet dann aus der Ordinate des be- 
nachbarten Randpunktes einen zweiten Eckpunkt des Zeltdach- 
randes aus. So können wir fortfahren, bis wir ganz um den Rand 
herumgekommen sind und seine Ordinaten alle bestimmt haben. 
Es bleiben darauf noch die Ordinaten in den inneren Knoten- 
punkten des Fachwerks zu finden. Zunächst suchen wir diejenigen 

6* 
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unter ihnen aus, deren Endpunkte mit drei oder mehr Eckpunkten 
des Zeltrandes einer Ebene angehören und sich auf diese Weise 
direkt bestimmen lassen. Sodann gibt es möglicherweise noch wei- 
tere Eckpunkte der das Zeltdach bildenden Polyederschale, die 
mit drei der bereits bestinmiten Punkte in . einer Ebene liegen 
und demnach sofort zu ermitteln sind. Bleibt schließlich aber ein 
Stück der Polyederschale über, von dessen Randpunkten keine 
drei mit einem inneren Eckpunkte in einer Ebene liegen, so haben 
wir Betrachtungen anzustellen, deren allgemeinen Charakter wir 
an dem folgenden Beispiele erörtern können. 

Wir nehmen an, a, &, c, . . . Ä; seien der Reihe nach die 
Vertikalen der übrigbleibenden Randpunkte 9(, 93, (£,... ^, und 
von ihnen aus gehe nach dem Inneren des Polyederstückes nur 
je eine Kante. Diese Kanten mögen die in den Vertikalen a', ft', 
c', . . . li liegenden zweiten Endpunkte haben. Wir legen dann 
durch die Kante 885 des Randes eine beliebige Ebene ty, welche 
die Ordinaten a und V in %^ und S6^ schneide, durch die Kante 
S5S und ©i' eine weitere Ebene, welche die Ordinate c in ^ 
treffe, und so fort, bis wir schließlich eine Ebene durch Ä?t 
legen und derart auf der Ordinate a einen neuen Punkt Sli" 
finden. Dasselbe führen wir noch einmal aus, indem wir statt ri^ 
irgendeine andere Ebene t/g durch 8193 legen. Derart mögen 

wir eine neue Folge von 

PunktenSts,',»^',®»'»-;^ 
auf den Ordinaten a\ h\ 

o', . . , a bekommen. 

Nun ist leicht einzu- 
sehen, daß, wenn wir die 
Strecken «/St/, 

83/93/,...«/%" 
alle in demselben 

Verhältnis k tei- 
len, die Teilpunk- 
te 21/95/, ... 21" 
eine Punktkette 
von derselben Art 
wie die ersten bei- 
den bilden. 

In der Tat wird z. B. die Gerade 2195 von den Geraden U^ 95i' 
und Slg" 952" in demselben Punkte ^ getroffen, und legen wir in 




Vig. 42. 
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der Vertikalebene, die die letzteren beiden Geraden verbindet, 
durch $ß eine beliebige neue Gerade, welche die Vertikalen Sl^' Slg' 
und ©/ 93/ in 91' und 93' trifft, so wird 

r a'i : r «/ = »' »/ -. 93' 93/ = a, 

und es liegen auch die vier Punkte 81, 95, Sl', 93' in einer Ebene. 

Das Teilungsverhältnis X wfthlen wir insbesondere derart, daß 
81" mit 21' zusammenfällt, was immer auf einie einzige Art mög- 
lich ist. Man fuhrt die Bestimmung dieses Punktes 81' aus, in- 
dem man durch 8[j', 8I2' irgend zwei 
Parallele zieht, und durch Slj", Slg" 
auch zwei Parallele, welche die 
ergten beiden in 8I1'" und 8I2'" 
schneiden mögen- Die Verbin- 
dungslinie Sil'" 8I2'" schneidet dann 
aus der Vertikalen 8ti' 8I2' den ge- 
suchten Punkt 81' aus. Die Punkt- rig. 43. 
kette r, 93', ©',... 81' aber, zu 
der dieser Punkt 81' gehört, be- 
steht aus lauter Eckpunkten der gesuchten Polyederschale. 

Es bedarf nur einer kurzen Überlegung, um erkennen zu 
lassen, daß, was wir an einem besonderen Falle erörtert haben, 
sich allgemein anwenden läßt. Wir können nämlich in dem an- 
fänglich entstehenden Ebenenkranz die eine Ebene, die Sl^, 93^, 
93i', 8ti' verbindet, ersetzen durch zwei ebene Dreiecke 8ti93i93i' 
und 93i93i'8li", dann bilden die so entstehenden ebenen Flächen 
von Anfang an den Band einer Polyederschale. Wenn wir dies 
allgemein ausdrücken wollen, so haben wir zu sagen: überall, wo 
wir von einer durch eine Kante willkürlich hindurchgelegten Ebene 
ausgehen, haben wir uns eine neue Kante eingeführt und eine 
der Seitenflächen längs dieser Kante geknickt zu denken. Danach 
ist sofort klar, daß im ganzen ebensoviel solche Knickungen aus- 
zuführen sind, als Grade der Willkürlichkeit bei der Anlage der 
Figur auftreten. Überall aber, wo eine solche Willkürlichkeit 
auftritt, haben wir dieselbe Konstruktion genau wie in dem obigen 
Beispiele zweimal auszuführen; aus diesen beiden Bestimmungen 
setzt sich jedesmal der allgemeine Fall mit Hilfe eines Parameters 
X linear zusammen, oder die auf den einzelnen Ordinaten be- 
stimmten Punkte zeigen dasselbe Abstandsverhältnis A. Dies X 
läßt sich aber immer so bestimmen, daß der eingeführte Knick 
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wieder verschwindet, indem die beiden Seitenflächen, die längs 
der eingeknickten Kante zusammenstoßen, wieder in eine Ebene 
fallen. So lassen sich nach und nach alle eingefügten Knicke 
wieder entfernen, und man erhält zimi Schluß eine Polyederschale 
von der verlangten Art mit der vorgeschriebenen Umrandung, 
womit die Aufgabe gelöst ist. 

Verändert man die ursprünglich willkürlich angenommene 
Ordinate in irgendwelchem Verhältnisse, so verändern sich auch 
alle anderen Ordinaten der Figuren in demselben Verhältnisse. 

Das beschriebene Vorgehen zur Ermittelung der Polyeder- 
schale zeigt eine gewisse Verwandtschaft mit dem früher erörterten 
Hennebergschen Verfahren zur Lösung des Spannungsproblems. 
, Infolge der Voraussetzung, daß die ganze Polyederschale durch 
ihren Band bestimmt isb, muß die Zahl der Bedingungen, welche 
durch die Struktur der Polyederschale den Ordinaten in den in- 
neren Knotenpunkten auferlegt wird, gleich der Anzahl h^ der 
inneren Knotenpunkte selbst sein, und wii* finden sonach die ein- 
fache Formel 

^, = ^«4+ 2% -h 3«6 -h . . ., 

wenn n^ die Zahl der viereckigen, n^ die der fünfeckigen Fächer, 
Wß die der sechseckigen Fächer in dem Fachwerke ist usw. 

Was die vorstehenden Betrachtungen zeigen, ist, daß man vom 
Seileck ausgehend durch ganz elementare, wenn auch umständliche 
Raumkonstruktionen die Zeltfigur gewinnen kann. 

Die anzuwendenden Regeln und Kunstgriffe im einzelnen 
zu verfolgen, würde zu weit führen. Es genügt, ein einfaches 
Beispiel zu geben. Das in der beistehenden Figur dargestellte 
Fachwerk besteht aus neun Stäben, von denen durch jeden der 
sechs vorhandenen Knotenpunkte drei gehen. Die wirkenden 
äußeren Kräfte bestehen in zwei Paaren entgegengesetzt gleicher 
Kräfte, die in den Ecken des die Berandung bildenden Rechteckes 
angreifen und in die Diagonalen dieses Rechteckes fallen. Das Seil- 
ect dieser Kräfte ist ein Parallelogramm, das in der Figur das 
Rechteck umschließt. Die ebenen Flächen, die von den Seileck- 
seiten ausgehen, müssen nun nach einem Punkte, der im Räume 
über dem Schnittpunkte der Diagonalen liegt imd in beliebiger 
Höhe angenommen werden kann, konvergieren. Danach sind diese 
Flächen und ist gleichzeitig die über den Seiten des Recht- 
eckes liegende Berandung der Raumfigur über dem Fachwerke 
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sofort zu finden. Um endlich auch die Lage der Raumpunkte 
über den beiden inneren Knotenpunkten festzulegen, verlängere 
man den diese beiden Knotenpunkte verbindenden Stab, bis er 
zwei Gegenseiten des Rechteckes trifft. Dann muß, wie leicht zu 




Fig. 44. 



sehen ist, auch die Gerade im Räume, die über dem inneren Stabe 
liegt, die über den beiden Rechteckseiten liegenden Geraden schnei- 
den und ist derart, da diese beiden Schnittpunkte im Aufriß so- 
fort zu finden sind, unmittelbar zu konstruieren. Dadurch ist 
dann die ganze Raumfigur in einfacher Weise festgelegt und die 
Aufgabe gelöst. 

Schließlich müssen wir noch beachten, daß das Seileck durch 
die äußeren Kräfte und ihre Wirkungslinien nicht eindeutig be- 
stimmt ist. Gemäß der Raumkonstruktion, die wir für das Seil- 
eck gefunden haben, können wir die Zeltseile der Zeltfigur durch 
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irgend eine Ebene ri schneiden. Dann liefern nach den Erörte- 
rungen am Schlüsse des dritten Kapitels die Projektionen der 
Schnittpunkte auf die Grundebene die Ecken eines neuen Seil- 
eckes. Die Ebene rj erzeugt aber aus der Zeltfigui* aufs neue 
ein geschlossenes Polyeder^ das sie nach unten hin begrenzt, 
und dieses geschlossene Polyeder können wir wiederum durch 
eine Affinität von der betrachteten Art derart transformieren, 
daß die Ebene rj in die Grundebene fällt und sonach die Schnitt- 
punkte von rj mit den Zeltseilen direkt in die Ecken des neuen 
Seileckes übergehen. Das bedeutet aber: Transformiert man 
die Zeltfigur durch eine Affinität der betrachteten 
Art, so geht sie wieder in eine Zeltfigur über, bei der 
genau wie vorher die Schnittpunkte der Zeltseile mit 
der Grundebene die Ecken eines Seilecks für die äuße- 
ren Kräfte des Fachwerkes bilden. 



Neuntes Kapitel. 

Erweiterungen und Konstrnktionsmetlioden. 

Das Wesentliche des Verfahrens, welches uns zu dem Kräfte- 
plan des erweiterten Fachwerkes führte, bestand darin, daß wir 
zu einem geschlossenen Polyeder über dem Fachwerk ein rezi- 
prokes Polyeder aufsuchten und dieses wieder auf die Grundebene 
projizierten. Ein Polyeder aber ist zu einem anderen reziprok, 
wenn jeder Ecke des ersten eine Seitenfläche des zweiten und 
jeder Seitenfläche des ersten eine Ecke des zweiten entspricht, derart 
daß den Kanten, die in dem ersten Polyeder durch eine Ecke 
gehen, in dem zweiten Polyeder die Kanten entsprechen, die eine 
Seitenfläche umgrenzen. Daß aus zwei solchen Polyedern, wie 
sie durch ein Nullsystem geliefert werden, zwei reziproke Pläne 
entstehen, von denen der eine als die Fachwerkfigur, der andere 
als dessen Kräfteplan aufgeführt werden kann, beruhte darauf, 
daß zwei einander zugeordnete Kanten der beiden Polyeder sich 
auf eine zur Achse des Nullsystems senkrechte Ebene als parallele 
Strecken projizieren. 

Die For(Jerung, daß solche zwei Strecken parallel sein sollen, 
könnte aber ebenso gut auch durch die andere Forderung ersetzt 
werden, daß sie einen konstanten Winkel s miteinander bilden 
müssen. In der Tat können wir uns einen bereits gefundenen 
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Kräfteplan in seiner Ebene irgendwie henimgedreht denken, 
ohne daß er seine Bedeutung für die Darstellung der Spannungs- 
kräfte in dem Fachwerk verliert, da er ja an sich völlig unge- 
ändert bleibt. 

Auf der anderen Seite ist es durchaus unwesentlich, daß das 
reziproke Polyeder im Räume durch ein Nullsystem geliefert wird, 
es könnte ebenso auch durch irgend eine andere reziproke Zuord- 
nung (insbesondere durch das Polarsystem einer Fläche zweiter 
Ordnung) gewonnen werden. Die Grundgleichung des Nullsystems 

(1) ^-3-3E2/-?)^ 

ist dann durch die Gleichung zu ersetzen, welche in entsprechen^ 
der Weise die Koordinaten (a;, y, z) und (X, ?), 3) zweier kon- 
jugierten Punkte der neuen Reziprozität miteinander verbindet. 
Die Form dieser Gleichimg kann die einer allgemeinen bilinearen 
Beziehung zwischen den beiden Koordinatentripeln sein. Bei einer 
solchen allgemeinen Beziehung werden die Projektionen zweier 
reziproken Linien, d. h. zweier Geraden, bei denen jeder Punkt 
der einen jedem Punkte der anderen konjugiert ist, für gewöhn- 
lich nicht einen konstanten Winkel miteinander bilden. Wir 
wollen aber nachweisen, daß diese Forderung erfüllt ist, wenn 
wir der büinearen Gleichung die folgende besondere Gestalt 
geben: 

(2) Px + Qy + Bz 

== Ä(Ix + ^) + B{liy^^x) + CX + D?» + -BS + F, 

Sind dann die Punkte 

(X„, g)„, SJ, (X^, %, 8^) 

beide konjugiert zu den zwei Punkten 

fc» Va^ O. («^6. J/m ^ö). 

so ergibt sich 

K<^6 - a^J + Q{y, - Va) + Kh - O 

=- (^3e„ - B%) {x, - a;J + (BX„ + Ä^,) (y, - yj 
= {ATi^ - B^^) {x, - x„) + (Bl^ + Ä^^) (y, - yj, 
woraus weiter folgt 

^[(X<. - X„) (x, - x„) + (D^ - %) (y, - yj] 
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Macht man nun 

SO heben sich aus der letzten Gleichung 8^^^ s^f, sofort heraus, 
und sie geht über in die einfache Form 

oder 

(4) tang £ = ^ , 

wenn wir 

setzen, g?^^ ist aber der Winkel, den die Strecke (aß) im Kräfte- 
plan mit der a;- Achse einschließt, und t/;^^ der analoge Winkel für 
die korrespondierende Strecke a& im Lageplan^ e ist demnach der 
Winkel, den diese beiden einander zugeordneten Strecken mitein- 
ander bilden, und die Gleichung (4) zeigt, daß dieser Winkel 
konstant, d. h. dei*selbe für alle Paare entsprechender Strecken in 
den beiden reziproken Planen wird, was zu beweisen war. 

Insbesondere wird £ = 90^, wenn wir B =^ machen. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn wir die Gleichung (2) in der ganz ein- 
fachen Form annehmen 

welche das Polarsystem eines Eotationsparaboloids darstellt. 
Dieses Polarsystems hat sich Maxwell bei seinen Untersuchungen 
über reziproke Pläne bedient, dem die grundlegenden Ideen dieser 
.Theorie zu verdanken sind. Nach ihm hat Cremona das Null- 
system zur Herstellung der reziproken Pläne verwendet und sich 
um die Verbreitung und praktische Ausgestaltung der Lehre Ver- 
dienste erworben, die Maxwells viel tiefer greifende Forschungen 
in den Hintergrund drängten, um so mehr, als der Begründer der 
graphischen Statik, Culmann, sich lebhaft Cremona zu- und 
von Maxwell abwandte. 

Hauck hat gezeigt, daß man statt des Botationsparaboloids 
auch eine beliebige rotatorische Mittelpunktsfläche verwenden 
kann, deren Achse wie die des Paraboloids auf der Grundebene 
senkrecht steht, wenn man nur die orthogonale Parallelprojektion 
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auf die Grundebene für den Eräfteplan durch eine Zentralprojek- 
tion aus dem Mittelpunkte der Rotationsfläche ersetzt. 

um dies nachzuweisen, nehmen wir die Gleichung der Rota- 
tionsfläche in der Form an: 

(5) M(x^ + y^) + N{z - c)2 = 1. 
Die Gleichung ihres Polarsystems ist dann 

(6) M{llix + '^y) + J\r(3 - c) (^ - c) = 1. 

Bilden wir diese Gleichung wieder für zwei Punkte (j^a^ya^^a)^ 
(^6J ^6» h)t ^^ finden wir die Gleichungen 

3{(Ix^ + DyJ + 2V(3 - c) («„ - c) = 1, 

Milx, + Dy,) + JV(8 - e) (n, - c) = 1, 

in denen X, % 3 ^® Veränderlichen sind. 

Diese Gleichungen stellen zwei Ebenen dar, die durch die zu 
der Verbindungslinie ah reziproke Linie (aß) hindurchgehen. 
Die Gleichung der Ebene, welche dieselbe Linie (aß) aus dem 
Mittelpunkte der Fläche projiziert, ergibt sich durch einfache 
Subtraktion der beiden vorstehenden Gleichungen und lautet 

■af[3E k - a^J + D 0^6 - yJl + m - c) (^6 - O = 0, 

die Schnittlinie dieser Projektionsebene mit der Grundebene 8 '^ ^ 
hat demnach in laufenden Koordinaten X, ^ die Gleichimg 

Nehmen wir auf der so gefundenen Projektionslinie zwei beliebige 
Punkte (X„, D„) und (X^, D^) an, so wird 

^V^a («^6 - a;J + Da il>f, - yj] = Ne (z, - z„) 
M[I^ (x, - xj + D^ (y, - yjl = NC (0, - O 
und damit 

(S, - X J (x, - xj + (?),, - %) (Vö - Va) = 0. 

Machen wir hierin die Substitutionen (3), so ergibt sich mit 
Rücksicht auf (3 a) sofort 

cos £ = 0, 

also f = 90^, womit der geforderte Nachweis geliefert ist. 

Wir unterwerfen nun noch die Rotationsfläche (6) einer per- 
spektiv affinen Transformation, bei welcher die Punkte der Grund- 
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ebene ungeändert bleiben und die übrigen Punkte sich in einer 
bestimmten Bichtnng um eine Strecke verschieben, die ihrem Ab- 
stände von der Grandebene proportional ist. Die Fläche, welche 
so aus der Rotationsfläche hervorgeht, ist eine allgemeine Fläche 
zweiter Ordnung, die von den der Grundebene parallelen Ebenen 
in Kreisen geschnitten wird. In der Tat erfahren bei der aus- 
zuftÜirenden Transformation die Punkte einer solchen Ebene eine 
einfache Parallel Verschiebung, die Kreise, in denen diese zu der 
Rotationsachse senkrechten Ebenen die Rotationsfläche schneiden, 
gehen also wieder in Kreisschnitte der transformierten Fläche über, 
die aufs neue in einer zur Grundebene parallelen Ebene liegen. 
Die Polarebene eines Punktes bezüglich der alten Fläche geht in 
die Polarebene des transformierten Punktes bezüglich der neuen 
Fläche über. Der Mittelpunkt der neuen Fläche geht aus dem 
Mittelpunkte der alten Fläche hervor. Die Zentralprojektion aus 
dem Mittelpunkte bleibt also nach der Transformation erhalten. Die 
orthogonale Projektion der Fachwerkfigur aber verwandelt sich, 
da die affine Transformation parallele Linien immer wieder in 
parallele Linien überführt, in eine schiefe Parallelprojektion der 
neuen Figur, durch die dasselbe Fachwerk hervorgeht. Die Rota- 
tionsachse der Rotationsfläche verbindet die Punkte, in denen 
die zu der Gnindebene parallelen Tangentialebenen die Fläche 
berühren. Also verbindet auch nach der affinen Transformation 
der Durchmesser der Fläche, der in die Projektionsrichtung fällt, 
die Berührungspunkte der zwei zu der Grundebene parallelen 
Tangentialebenen, d. h. aber, er ist zu der Stellung der Grund- 
ebene konjugiert. Er enthält daher auch die Mittelpunkte aller 
der zur Grundebene parallelen Kreisschnitte. Demnach ergibt sich : 

Um aus dem Polarsystsem einer beliebigen Fläche 
zweiter Ordnung zwei reziproke Pläne herzuleiten, pro- 
jiziere man die Fachwerkfigur auf eine Ebene, die zu 
einem Kreisschnitt parallel ist, in der Richtung des zu 
dieser Ebenenstellung konjugierten Durchmessers der 
Fläche; man projiziere ferner die zu der Fachwerkfigur 
bez. der Fläche polarreziproke Figur aus dem Flächen- 
mittelpunkte auf dieselbe Ebene. Diese Projektion 
liefert dann einen Kräfteplan zu dem aus der Projektion 
der Fachwerkfigur erhaltenen Fachwerke. 

Ist die Fläche zweiter Ordnung insbesondere eine Kugel, so 
erhält man, da hier eine jede Linie senkrecht ist zu der Ebene, 
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welche ihre reziproke Polare mit dem Eegelmittelpunkte M ver- 
bindet, folgende einfache, von Hauck angegebene Regel: 

Man lege durch einen festen Baumpnnkt M zu jeder 
Kante der Fachwerkfigur die normale Ebene. Die so ent- 
stehenden Ebenen 
schneiden dann 
die Grundebene 
in den Linien des 
Erftfteplans, der 
zu dem durch or- 
thogonaleProjek- 
tion der Fach- 
werkfigur auf die 
Grundebene ent- 
stehenden Fach- 
werke gehört. 

Wir wollen ein 
einfaches Beispiel benutzen, um 
an ihr das in der vorstehenden 
Regel enthaltene Hauck sehe Ver- 
fahren zu illustrieren. Es ist das in 
der beistehenden Figur behandelte, 
wo das Fachwerk sich auf ein 
einziges Dreieck reduziert. Man 
kann die ganze entstehende Figur 
deuten als eine über der Grund- 
rißebene stehende dreiseitige Py- 
ramide, die schräg abgeschnitten 
wird. Den Punkt im Räume, durch 
den die Normalebenen zu den ein- 
zelnen Gieraden der Raumfigur 
gelegt werden, können wir als 
einen beliebigen Punkt M in 
der Au&ißebene annehmen. Die 
Schnittlinien einer der Normal- 
ebenen mit der Aufriß- und Grund- 
rißebene sind nun zu den Geraden, 
in denen sich die Gerade im Räume 
auf die Aufriß- und Grundrißebene projiziert, beziehentlich senk- 
recht und schneiden sich außerdem auf der trennenden Achse von 




94 IX. Kapitel. Erweiterungen und Konstruktionsmethoden. 



Grundriß und Aufriß. Danach ist die räumliche Konstruktion auf 
die ebene Darstellung sofort zu übertragen. 

Wir bezeichnen die Spitze der dreiseitigen Pyramide mit 0, 
die Ecken ihres schrägen Schnittes mit 1, 2, 3, mit Ol die Ver- 
bindungslinie der Punkte 0, 1 usw. sowohl im Aufriß wie im 
Grundriß. Dann ziehen wir im Aufriß durch M zu den Linien 
Ol usw. die Senkrechten, deren Schnittpunkte mit der Achse ebenso 
bezeichnet seien wie die Linien selbst. Durch diese Schnittpunkte 
ziehen wir weiter die Senkrechten zu den gleichbezeichneten 
Linien des Grundrisses. Auf diese Weise entsteht der Kräfteplan, 
der in diesem Falle einfach aus einem Dreiecke 12 3 und den 
von dessen Ecken nach einem Punkte konvergierenden Strecken 
besteht. Die Dreiecksseiten 1, 2, 3 sind der Reihe nach zu den 

Strahlen Ol, 02, 03 im Grundriß 
senkrecht und die durch gehenden 
Strecken zu den Seiten des Dreiecks 
1 2 3 im Grundriß. 

Diesem Verfahren ist an Einfach- 
heit und Übersichtlichkeit ein ande- 
res ebenbürtig, 
das wieder an 
die Theorie des 
Nullsystems an- 
knüpft. Wir er- 




Fig. 46. 



örtern es ebenfalls an einem ganz einfachen Beispiele: einem 
Fachwerke, das aus zwei Dreiecken 123 und 234 besteht. Wir 
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konstruieren ein Seilpplygon für die äußeren Kräfte, dessen Ecken 
wir mit Aq^^ -^02, Äq^, Aq^ bezeichnen. Dann nehmen wir an, die 
zugehörige Raumfigur sei gefunden, und bezeichnen in ihrem 
Aufriß die Punkte ebenso wie die entsprechenden Punkte des 
Grundrisses. In der Raumfigur treten sechs Ebenen auf, die wir 
' mit den römischen Zifi^em I bis VI charakterisieren wollen. 
Vier von ihnen, I bis IV, schneiden die Grundrißebene in den 
Seiten Ci, Cn, Cni, Ciy des Seilecks; Cyxmd Cyi seien in analoger 
Weise die Spuren der letzten beiden Ebenen. 

Um diese Spuren allgemein zu finden, haben wir die Punkte A^^^ 
einzuführen, in denen die Kanten iJc der Raumfigur oder ihre Ver- 
längerungen die Grundrißebene durchstoßen und die wir der Kürze 
halber als die Pole des Fachwerkes bezeichnen wollen. Die Pole 
sind den Stäben des PacHwerkes in eindeutiger Weise zugeordnet 
und liegen auf ihnen selbst oder ihren Verlängerungen. Dabei 
liegen eine Anzahl von Polen immer in gerader Linie, wenn die 
zugehörigen Stäbe ein Fach des Fachwerkes begrenzen. Außer- 
dem liegen je zwei Ecken des Seileckes A^^ der äußeren Kräfte mit 
einem der Pole in gerader Linie. 

Auf diese Weise lassen sich auch leicht die unendlich vielen 
Seilecke ableiten, die noch möglich sind, wenn schon die Raum- 
figur Über dem eigentlichen Fachwerke (d. h. die Ordinate in jedem 
Knotenpunkte des Fachwerks) gegeben vorliegt. Außerdem können 
die Wirkungslinien aller äußeren Kräfte mit Ausnahme einer ein- 
zigen beliebig gegeben sein, dann legt man durch einen der Pole, 
die auf einer Seileckseite liegen sollen, in der Figur z. B. -4^2, 
die erste Seileckseite beliebig. Die Ecken des Seilecks, die auf 
dieser liegen und den Wirkungslinien der äußeren Kräfte in 1 
und 2 angehören, mögen mit Aq^ und Aq^ bezeichnet sein. Die 
*> Verbindungslinie von A^^ ^^^ -^24 liefert eine weitere Ecke Aq^ 

des Seilecks auf der gegebenen Wirkungslinie der Kraft, die in 4 
angreift. Verbinden wir -4^3 mit Aq^ und A^^ mit Aq^, so erhalten 
wir als Schnittpunkt dieser Verbindungslinien die vierte und letzte 
Ecke ^og des Seilecks, und wenn wir den so gefundenen Punkt 
mit dem Knotenpunkt 3 verbinden, auch die Wirkungslinie der 
letzten äußeren Kraft. 

Lassen wir nun die erste Seileckseite sich um A^^ drehen, so 
drehen sich auch die anderen Seileckseiten um die Pole, die auf 
ihnen liegen, so daß die Ecken^ des Seilecks auf den gegebenen 
Wirkungslinien der äußeren Kräfte fortlaufen. Nur die letzte 
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Ecke des Seilecks, für die die Wirknngslinie nicht gegeben ist, 
beschreibt einen Kegelschnitt, der durch den zugehörigen Knoten- 
punkt (3) des Fachwerkes hindurch geht. Ist nun auch die letzte 
Wirknngslinie gegeben, so ist der letzte Seileckpunkt (-^os) ^^^ 
dem Kegelschnitt, dem er angehört, eindeutig festgelegt (als zwei- 
ter Schnittpunkt des Kegelschnittes und der letzten Wirkungslinie, 
die beide durch den letzten Knotenpunkt gehen). So ist dann 
auch das ganze Seileck in eindeutiger Weise festgelegt, und es Iftßt 
sich durch eine Konstruktion bestimmen, die nichts anderes als 
das Ziehen von geraden Linien erfordert, also mit dem Lineal 
allein ausführbar ist. 

Nehmen wir zu den Seileckseiten die Geraden hinzu, auf denen 
drei oder mehr Pole des Fachwerkes liegen und welche die Gmnd- 
rißspuren der ebenen Flächen in der Baumfigur des Fachwerkes 
bilden, so erbalten wir eine ebene Figur, welche wir als das er- 
weiterte Seileck des Fachwerkes bezeichnen können. Aus ihr ist 
der Kräfteplan sofort herzuleiten, indem man ganz ebenso wie 
beim einfachen Seileck durch einen Kräftepol die Parallelen zu 
allen Seileckseiten zieht. Diese Parallelen seien ebenfalls mit den 
Ziffern I bis VI bezeichnet. Auf einer dieser Parallelen, etwa I, 
nimmt man den Punkt Ci beliebig an, und zieht dann bis zur 
Parallelen II die Strecke Ci Gzi parallel zu der Wirkungslinie der 
Kraft, die durch den Schnittpunkt der Seileckseiten d, Cn hin- 
durchgeht, und ebenso die Strecken Cn Cttt, Gut Cjyj Gyv Ci, 
Darauf muß man z. B. die Strecke Ci Cy zwischen den Parallelen 
I und y parallel zu dem Stabe des Fachwerks ziehen, dessen Pol, 
-4^3, der Schnittpunkt der Seileckseiten Oi, Oy ist. Ebenso werden 
Cn Cy^ Ca Ovi, Cm Cyi und endlich Cy Cyi gezogen, wobei natür- 
lich schon durch weniger Strecken der ganze Kräfteplan, den wir 
auf diese Weise bekommen, bestimmt ist. 

Die Begründung dieses Verfahrens beruht darauf, daß man die 
Vertikale in als die Achse des zugrunde gelegten Nullsystems 
ansieht. Dann müssen die Lote, die man von den Nullpunkten aller 
ebenen Flächen der Fachwerfigur auf die Achse des Nullsystems 
fällt und die in diesen Ebenen liegen, deren Grundrißspuren 
parallel sein, ihre Projektionen auf die Grundrißebene fallen 
also mit den durch gezogenen Strahlen zusammen. Ferner 
müssen von den Strecken, welche diese Nullpunkte verbinden, 
d. h. von den Kanten der zu der Fachwerkfigur reziproken Baum- 
figur, die Projektionen auf die Grundrißebene den korrespondieren- 
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den Stäben des erweiterten Fachwerkes parallel sein, wie es die 
in der gezeichneten Figur enthaltenen Verbindungsstrecken der 
Punkte Ol bis CVi wirklich sind. Wenn die Projektion der rezi- 
proken Eaumfigur also nicht die gezeichnete Figur ergibt, so muß 
sie doch jedenfalls eine zu dieser ähuliche und ähnlich liegende 
Figur liefern, so daß für beide Figuren das Ähnlichkeitszentrum 
ist. Auf die absolute Größe der gezeichneten Figur kommt es 
aber gar nicht an, man kann sowohl den Maßstab für die Kräfte 
noch willkürlich wählen als auch alle Spannungskräfte, die in 
dem erweiterten Fachwerk wirken, in demselben Verhältnisse ver- 
ändern. So sieht man in der Tat, daß die gezeichnete Figur keine 
andere ist wie die Figur des Kräfteplans. 
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